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In dit dictaat “staan aan het eimd van de meeste paragrafen 
opgaven die kunnen dienen ter oefening van de bestudeerde 
stof. Sommige daarvan zijn voorzien van een“; deze zijn 
nogal moeilijk en kunnen zonder bezwaar overgeslaren worden. 
Aan het eind van het dictaat staat een kleine litteratuur= 
lijst. Raadpleging van een aantal van de daarin genoemde 
werken is ten zeerste aan te bevelen als afwisseling bij en 
aanvulling op het lezen van dit dictaat. 
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Hoofdstuk 1, Inleiding. 
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Onder een ordening op een verzameling V verstaan we een relatie 
< tussen elementen van V met de volgende eigenschappen: 

1) axb enb <a dan en slechts dan als a= bs 

2) als asxb enb ze, dana xe. 

V neet dan geordend. V heet totaal geurdend, als voor elk twee- 
tal clementen a,beV geldt: a <b of b <a. De relaties Zo > 
worden op voor de nand liggende manier ingevoerd. 

is We V, dan heet a een bovencrens van W in V, als a > X 

voor alle xeW . beV hect cen maximaal element van V,‚, als uit 

x >=b volgt x=b, | 


Lemma van Zorn. Is V een nict lege geordende verzameling zodat 
iedere totaal geordende deelverzameling cen bovengrens heeft ín 
Vv, dan bevat V een maximaal element. | 


We zullen hier geen bewijs zeven voor dit lemma; zie bijvoor= 


„beeld het dictaat Algebra van Prof .Dr.H.Freudenthal, 


Onder een ring zullen we in dit dictaat steeds verstaan een 
commutatieve ring met eenheidsclement, tenzij uitdrukkelijk 
anders vermeld wordt. 

det evnheidselement noteren we meestal met 1. 

Ben ideaal Il in cen ring R,‚ IAR, heet maximaal, als voor elk 
ideaal J in R,‚ JAR, uit Jel volgt: J=l. 


stelling. Zij l een ideaal in zen ring R. I is maximaal dan 
en slechts dan als R/I een lichaam is. 

Bewijs. Zij © het kanonieke homomorfisme van R op R/I, d.w.z. 
P(X) = Xt 1. Neem vx) HO in R/I. 

le zoeken een y zodat px) PY) = PI), dew.z. zyt ie 1 voor 
een LEI . Sekijk het ideaal xR+I. Dit bevat 1 voor elke 

x EI dan en slechts dan als I een maximaal ideaal is. 


telling. Elk ideaal I in R,I#R, is bovat in een maximaal 
ideaal. 


van alle idealen # R, die I bevat 
Len, door inclusie. Met het lemma van Zoen is dan het gevraagde 


Bevijs. Orden de versameling 


maximale ideaal te vinden, 


We beschouwen nu een ring R zonder nuldelers. aek heot een 
eenheid, als er een a” eR is met aa “le 4. Is R= U, de ring 
van de sehele getallen, dan zijn +1 de enige eenheden. In de 
polynoomring K[X] over cen lichaam K zijn de constante vecl- 
termen # O door enige eenheden. 

pek heet cen priemelemcnt als uit p=ab volgt dat a of b een 
eenheid is en als p zelf geen eenheid is. In % zijn de getallen 
tp, p een pricmgetal, de priemelementen. In K[Z] zijn de itrre- 
ducibele niet constante polynomen de priemelementen. Is p priem 
en a ern eenheid, dan is papriem. 


k heet een ontbindingsring als seldt: 
a) iedere xeR, x#O, is te schrijven als A=D{D2:-eeP, » met 
Di 1e sPr priemelementen; | 


b) geldt voor priemelementen PiseeerD s Aiseeesdg 7 


P‚Pae-<D, = Ai doee do 5 dan is r=s en is er cen permutatie 5 
van de getallen 1,...,r zodat voor elke i: Ps e, Aoi) * 
ce; een senheid. | 
Voorbeelden van ontbindings ringen zijn Z en K[X], 
In een ontbindingsring bestaan de grootste gemene deler (geg.d.) 
en het kleinste gemene veelvoud (k.gev.) van een aantal clemen- 
ten; deze zijn op een eenheid na bepaald, In een ontbindingsring 
gelât: is p priem , p/ub, dan p/a of p/b. | 





Voor Kisses fl noteren we mot BEACH, jee es) de geg.d. van 


Ki seeerkomet Cr gees) net ideaal vrortgebracht docr rent 


r 


aken Beert ke Get Ante ee 


sen ideaal (x), zel, heet hoofdideaal. Is ieder idesal in R een 
hoofdideaal, dan noemen we R een hoofdideaalring. Me: kan bewijzen, 
dat iedere hoofdidenalring een ontbindinesring is: zie. b.v. 


Jacohson, vol.I, p.122 (zie litteratu rlijst achter in dit dictaat). 


Stelling. 

4ij R een hoofdideaalring. Zij d= ggd(x,y). Dan is (x,y) =(d). 
Bewijs. Stel (x,y) = (4d). Dan xeld), dus dlx ; evenzo Els | 
Stel anderzijds flx en fly, delx,y), dus d= axtby. Dus Pd, 
Dus d= ggd(x,y). | 


stelling. Stel K en L zijn lighamen, Kel. Voor f‚g in KLX] 
is dan ggd(f;g) in K[X] hetzelfde als ged(f,e) in LX]. 
Bewijs. Dit is een onmiddellijk gevolg van de vorige stelling. 
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stelling. Is R ecn ontbindingsring, dan ook RX). 

Zoetje. Neem f&R[X]. fe acta,X+e..+a, ZÌ , met a, = R. 

OC) SEAC Ao pas eee 42, ah noemen we de inhoud van f; deze is be 
paald op cen eenheid na, | 

“ve tonen aan dat Ô{fa) = 6(£) pn stel f= 8(f)É,, s= (BE, - 
f, en 84 hebben dus inhoud 1. =Ô(f) 88) fg. Ve zijn 
klaar als we kunnen bewijzen dat Ee inhoud 1 heeft. Zij p 

een tdha an Ö(Ê,81); alle coëfficienten van fg zijn dus 
deelbaar door p. Zij f' de veelterm die uit f, ontstaat door 
alle termen weg te laten waarvan de neiertelnnnen deelbaar zijn 
door Pp, en 8! de veelterm die zo uit &, ontstaat. Dan geldt ook 
voor f!'s! dat alle coëfficienten deelbaar Zijn door p. Anderzijds 
15 p noch een deler van de hoogste coëfficient van f' noch van 
die van g', dus ook niet van de hoogste coefficient van f'g', 
fegenspraak. Derhalve is OEE == Îe 

leem fER[X]. Dan f= ê()g , (gE). Welaten zien dat g in 
priemfactoren ontbonden kan worden, en wel op één manier — af- 
gezien van de volgorde en van eenheden, 

Aij K het guotientenlichaam van Re. In K[X] is 8 Gp één manier 

te ontbinden in irreducibele polynomen — op volsorde en eenheden 
Die DUS Ee Dress Bret Pi 1rredueibel in KLX]. 

We schrijven De XP; Ps » Pj'ERIX] , lp; =1, A; » HIER , 


BEAC 9 Hs) ses Dam 1e 
Area An 8 = jee re De oe De 5 


Neen de inhoud van beide leden var deze vergelijkkng, can krijst 
HICI | 
‚ eee hm == LL, . Kn . 


Dus | DD ek Dols 


Ga na dat de ps’ priemelementen in R[X] zijn. De eenduidigheid 
van de ontbrand van g in RLX] volet uit die in K[X]. 


Herk op dat voor veR[X] de ontbinding in irreducibele Factoren 
in R[X] tevens cen ontbinding in irreducibele factoren in K[X] is, 


„telling. Zij R een hoofdideaalring die tevens ontbindingsring 


is (zie opmerking vóór (2,5))s Dan ie (a) een maximaul ideaal 


in R dem en slechts dan als a een priemelement in R is, 
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Zij Reen ring (als steeds commutatief 


en 
en 


\N 
Sf Of 


Bewijs, tel (u) maximaal. 
Dus (b)=R of 
B 18 sen „enheid. 


18 a=be, dan is (a) == (b). 
(b)= (a). In het eerste geval is 1é(b), dus - 
In het tweede seval b=ea, e een eenheid, - 


Omdat R geen nuldelers bevat, is eze”, deieZe C een eenileid, 
Dus a is priem, 

Zij omgekeerd a een priemelement. Stel (a) = (b). Dan is er 
een e zodat «= be . Dus b of e is een eenheid, d.w.z. (b)= R 


of (b)= (a). Dus (a) is een mexinael ideaal. 


8 
1. Beschouw de polynoomring K(X,Y] over eon lichaan K. 
Bewijs dat (X,Y) reen hoofdideaal is. 





2, Fis het priemlichaam van kerakteristiek 5, dew.z. | 
F.= Z/(5). Ontbind het volgende polynoom inF „LX in irredu- 
eibele feectoren. | 

4 3 SO 

Kit 5X + Xl + XX +2, 


de „Aj K een lichaam, FEK[X] en vi: term van de gracd 2 of 5. 
Benijs: f is irreduecibel den en slechts dan als f geen wortels 
heeft in K, d.w.z. als er geen xekK bestaat zodat f(x)= 0. Is 
dit ook no; waar als de graad van f= 5 is ? 


db, Alle polvnoovaringen KX gered over evn lichaam k zijn 


eN 
De) 


ontbindingsringen. Bewijs dit, 


met 1). MH heet een 
=moduul als H een optelgroep is waarin bovendien een scalaire 
vermenigvuldising is gedefinieerd: voor AeR en xelt ie er precies 
Gén KEM, wvodanig dat aan de volsende cisen is voldaan: 


1) 1 x=X voor alle xeM; 
2) CMFP)E = AKF UE VOOr A, HER, zelfs 
(Au)x = NM yx) 


N(HIY) = AKXAHAY VOOr hek, Kell, 


voor A, peR, zel 


eej 
is, 


hk een lichaam, dan spreekt ‘cen ook van cen Relineaaire ruimte 


of vectorruimte. Deelmodulen en factormodulen worden op de NS 


bruikelijke wijze gedefinieerd. Zijn Men H h-modulen, dan 


heet een afbeelding f: Me N 


afbeeiding, als 
1 Hoer == fl) 4 TG) 


2) FOX) = ALE) 


een K=homounortisme of R-lineaire 


kje 


voor X,yeM : 


voor Aelkt , xeM, 


A 





(5.1) 


Ga na Got f(O) = O, f(x) = f(x). Fen 1-1 R-homomorf isme op 


heet cen K=isomorfisme; een R-isomorfisme heeft een R-lineaire 


inverse, 


4ijn M‚F en P R=modulen, dan is een Rebilincaire afbeelding 
1: MX Ne P een afbeelding waarvoor geldt 
ÊÚR ARo) = Ê(KII) + LX sI) 
(RIT) = LCI) + Ê(X,Y2) 5 
fhm) = Ê(KLAY) = AFK) EE 
voor alle à E R, X‚X; E M, y‚y; EN. 


hd 


„telling. Bij twee R-modulen M en U is er een R=imoduul T met 
de volgende eigen :chapnen 

1) Hr is een R-bilinecaire afbeslding f: MXN : 
2) Is P een R=moduul en © een R-bilineairc afbeelding 


ExNobP, dan ie erp precies Één Relincaire afbeelding h: TP 
zodat g= hof, deez. het volgende diagram is commutatief: 


MX _N es E 


4 


T is op isomorfisme na bepaald door de eisen 1) en 2). T heet 


5, 
Jk 


het tensorproduet ven kh er Ns notatie: Te= REEN N (of Me@N, als 
seen verwarring mogelijk is). Voor f(s,y) schrijven we ook 
XY. | 
Cryta)By e= XRV +X2DY 0 KR(Y,HY2) = KPH + KRI 3 
(Mx) By = KAY) = M(KRY) o n 
lcdere ze} is te schrijven als z= Ree xXjeM, yjeld. 
bewijs. (1) Existentie van T. Ne:m het vrije moduul V voort= 
gebracht door MxN; elementen van V zijn de eindige sommen 
de Aj 3 093) met A,eR, x,eM, YjysN, optelling en scalaire verme= 
ni;vuldising gebeuren coöordinaatsgewijs. 
In V beschouwen we het deelmoduul I voortgebracht door de ele- 
venten | 

(, +Xo ‚y) ik CE. IJ) = (Xx, y) 3 

(K9Y 4 +Yo) de GON _ CE 3 

CART) — AET) > 

(IAJ) = NY) te , 

hER p X‚x, el, Si zN 


ve nemen nu P = V/I .f:MXNeT definiëren we door 
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f(x,y) = (x,Y) +I £ ga na dat f R-bilineair is. 


Zij nu P een R-voduul en g R-bilineair: MxN=P. g definieert 


8g:V»P door 


_ 8 (CTED EDD, = ò A5 SCX; ,I3) e 

g is een R-lineaire afbeelding. Door & te laten werken op de 
voortbrengenden van I ziet men zonder veel moeite in dat 

E(I)= O. Dus is er een R=lineaire afbeolding hb: TP zodat 

h (z mod I) = 5(4) voor zeV. Kennelijk is hef = Eg. h is hier- 
door vestgelegd, want hof = & impliceert bte re ely) en 
LT wordt voortgebracht als R-moduul door de elementen f(x,y). 
(ii) Eenduidigheid van T. Stel T, en T, voldoen beide aan 1) 
en 2), met bilincaire afbeeldingen f;: MXN T, . | 

Bij fy:MxNeT, is er dan Geke Bs Ll zr40dat he fs= Tsu 
Evenzo is er een h,: T,> T,, zodat hoof, = f‚. 
Beschouw nu het volgende commutatieve diagram : 


fn 
MXN _ iT, 
el 
Dl 


pe 
1 


ie 


a Danen 


Ur is precies één afbeelding h zodat hof;= f, ‚ nel, de identi- 
teit van Ì,. Dus is h,oh, de identiteit. Evenzo is h‚oh, de 
identiteit, dus h,=h, '. h, is derhalve cen isomorfisme: 

qr 
Pi Ea 4 
(iii) Uit de constructie onder (ä) volgt dat iedere zeMgN te 
SCHTLJVEN 15 ALB Ee ZE A, (BIj) « Maar dan is ook 


Let wel, de schrijfwijze z= LE; RYs is allerminst eenduidig. 


Stelling. MH, N, M, , N, R-modulen, f en g _R-homomorfismen, 
fs: eM,, 5: NeN, . Dan is er precies Één R-homomorf isme 
ÍRE:M2RN > M‚eN,, zodat 

| fog (xey) = £@) PE(y). 
Bewijs, We definiëren een bilineaire afbeelding 

Dh: MXN M‚@N, 
door: him) == Ll velr. 
Er is precies één lineaire afbeelding 
k:MO@Ne>M, AN, 

zodat klxwy) = hey), volgens (35.1), 
Neem fe = k, 








en en asin ri Min een ardennen enn rhenen te eenakter ae Meir a anne hannan ended nea ar wanne nd a a eme sn ne ee 


(5.5) 


(5.4) 


_M noemen we een directe som van deelmodulen Ms notatie: 


M= @M , 


als iedere xeM op precies één manier te schrijven is als 
x= X  M 
LE os KEN 
met slechts eindig vecl Xr f 0. In geval van een eindige ài- 
recte som schrijven we ook wel 


M=M,@M,@ OM, . 


Is M‚ een deelmoduul van M, dan definieert de injectie 
i=M> M, (d.w.z. de afbeelding met i(x)=x voor xell, ) een 
R=homomorfisme ji 21 : M,&N > M@N. Helaas is i®1 niet altijd 
1-1, d.w.z. we kunnen M,@N niet op natuurlijke wijze identifi- 
ceren met een deelmoduul van M, (zie opgave 2 aan het einde 

van deze paragraaf). | 


Is M een directe som M= M,® Ml,, dan is iQ1 vel 1-1s "algemener 
geldt: 


stelling. aijnM=® HN en N R-modulen, dan is 


4 

MEN = ® (‚B N). 
Bewijs. Ey U M det sen we als volgt: is 

Xe Xs XeM , 

eo LE: 

den Ny EX, 
De afbeelding f= MXN @®( Mm, ® N) met 

f 


(x,y) = © (ry 
is bitdnbair. 


Aij verder &: MXN>P bilineair. Beschouw de restrictie EB, van 
xz tot li XN; Ey is baälinealr, dus definieert een Kk ehaukas a 
EE ho: MON P 

zodat — hg PI)= BEGI) = EIJ) 

Definiecr h: ® CM @N) > P door 


= A HZ Voor z M@N 
| | bh 3 Zo) y Pal 5, as“ i 
h is lineair en hof=g. h is esnduidig bepaald door deze eis. 
D(M,BIN) voldoet dus aan de eisen voor het tensorproduct, d.w.z. 
M@NS@OCM AN). 


Gevolg. Zijn U= @ M, en N= @N, Revodulen, den ig 


HEN Le i 
ût à | 


De verzameling xJet, noemen we een besis van ll, als ieder 


element var ä op precies Één manier reschreven kan worden als 


Teds 





(5.6) 


(ha) 





een eintize som 
a 
«a 


a Akke 
n . —… N « Û 
hjudvadent haermea 18: 
CE) Ee spant M Op, deiteZe L6dere x 18 be schrijven als 
Henk EE « | 

6 | | 
(ii) De x, zijn lineair onafhankelijk over R, d.w.z. uit 
ù A Su O (eindige som) volgt: \y= O voor alle a. 


Heeft M een basis xt s dan is M = ORx » RX =R. Vit (3,4) 
4 


volgt dus | 
Stelling. 15 En een basis van M ,„ (yal een basis van N, 
Omas nennettmmanttntmtmamstmaad In ì 
dan is fx QA Jo | een basis van MaN 

X % CX 9 B 


Niet Leder moduul heeft een basis. Vectorruiunuten over een li 
ctaam hebben dit wel. Daarvoor volgt dus speciaal uit (5,5): 


Gevolg. Zijn Ven W vectorruimten over een lichaam k,- dan is 
dim (V an) = dim V. dim W. 


IN 


Stelling. Zijn M en N R-modulen, dan is Me N Ne M. 


Bewijs, f: MxNe>N@M met 
f(x,y) = YEX 

is bilincair. Is e:MxNe>P bilineair, dan g':NxMeP met 
6' (Ys) = B,Y) 

ook bilincair. Er is dus precies één h: N@M>P met 
h(ySx) = 8'(Y,K) =BXIJ) 4 

dele Be ï= hof, Dus is M@N = NaM, 


Opmerking. Bovenstaande stelling houdt niet in, dat in M@M | 
geldt: X®y = YX voor alle xXx en ya. Neem bijvoorbeeld het 


scval dat M een basis {x } heeft. (xx an is dan een 
De B a,f 
basis van M@M, dus voor «fB zijn Kg en x EE, lincair on= 


P 
afhankelijk, derhalve zeker verschillend. 


Zij nu 1 een willekeurige verzameling. Stel dat voor iedere 


aEIeen R-moduul WM, gegeven is. Onder 8 M, verstaan wo het 


er n Ì 
directe product van de verzamelingen M 3 de elementen van 


Hu ara Wa N De | 
eN, noteren we als (Xx). 
Zij N een R-moduul. Een afbeelding 


f: HM — N - 
T 


noemen we R-multilineair, als voor alle B geldt: 


(5.8) 


(5.9) 


ptelling. Gegeven R-modulen M 


H 


CG) = CG) + F2) ale xg= Ipt 20» 


Kg Jy Zy Voor AAB. 
ed, = AECCTD) als x Xg= \ Jg: XF Jy VOOL XÉ B. 
sr geldt dan, analoog aan (3,1) 
y, Cel. Dan is er een R-moduul T 
met de volgende eigenschappen : 
1) Er is een R-multilineaire afbeelding Pe Ê M > T. 


2) Is N een R-moduul en &: II M,>N een R-mbltd lineare a 
Ï 


afbeelding, dan is er precies één R-lincaire afbeelding h: TN, 
zodat S= hef. 

T is op isomorfie na bepaald door de eisen 1) en 2e T heet 
het zensorproduet van de M_:T = te of SM . 


Voor BCE) schrijven we ook Mx, « Iedere zeQM, is te 
schrijven als z e= X gx ‚ met xD en, 

1 
Bewijs. Dit loopt in grote trekken hetzelfde als dat van (3.1). 
Men neemt het vrije moduul V voortgebracht door de elementen 
van UM, en beschouwt daarin het ideaal voortgebracht door de 


elementen 

) -(Y) zi Go me t X3Jg*Zg voor een Bel , Kg Va Zg VOOr a XB, 
eo) ee net Xg=\ Jg voor een Bel , x,=Y, voor afp. 

V/I ie dan het gezochte R-moduul T. 


stelling. Zijn M,, M‚, en M‚, R-modulen, dan is 
3 


(MRM, ) RM = B M, = M,e@(M,@M;). Analoge uitspraken gelden voor 
i= | 
n=tallen modulen M, gees ,M . 
Bewijs. We beschouwen alleen het geval n=3. Men moet laten 
zien dat bijv. (M‚@&®M,) ®M, voldoet aan de in (3,8) gestelde 
eisen 1) en 2). 
Ad 1) f: (x,Y42) > (xzRy) eZ is trilineair, 
3 
Ad 2) Is g multilineair van Ï M, > N, dan nemen woor zeM3 : 


jet. 
B: MyXMoe N 
met 8) = B(XIY, ZP 
5 „5 beitneal dus is er een lineaire afbeelding 
| h‚: M@M, N 


met h_(x@y) = E(X,Y9Z)e 
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(3.10) 


(5,11) 


Cala) 


De afbeelding 
g': (M,@M,) XM; > N 


met g' (XE Xx; 2Y;52) s BCH; 1I4 12) 
el 1 | 


is bilineair, dus is er een 
a (AL, DM, ) ® Mz > N 
met h ((x®y)®z) = e(x,y,Z). 
h voldoet aan eis 2) en is kennelijk de enige die dat doet. 


_ 


Stelling. Zij M een R-moduul. Dan is M RoR =H, 
bewijs. Men moet weer bewijzen, dat M aan de eisen 1) en 2) 
voldoet voor het tensorproduct van M en R, 
Ad 1) fs: MXR M met 
L(E,N) = AX 
is bilineair. 


® 


Ad 2) Is g: MXR-=>N bilineair, ncem dan ’ 
‚at MaN met hx) == m(x.i). 


Stelling. Ís M een R-moduul, R een deelring van S. Dan is S 
op te vatten als R=moduul en AE-S als S-moduul. 
Bewijs. Neem voor A&R, xeS , als scalaire vermenigvuldiging 
in 9 het gewone product Ax. 
Voor Aeg is Bj: MXS > MRS met 

ES, (x,E) = x RAE 
bilineaire. Dus is er een lincaire afbeelding 

hb, 2: MSS > M&S 


À R R 
EEN É ' bad ed paer } a 
me ù h IN ( Aj 6) Ei) kazik e ed @ AE: * 


Definieer “scalaire vermenigvuldiging in M®S met AS nu door 
Az = h‚(z) voor zeM@S, 


stelling. Heeft het R-moduul M cen basis Em en is R een decl- 
Ping van Be den 18 LX, ® 1} een S-basis van U De 
Ás 


Jeu ijs Dit volgt uit (3,3) en (3,10); 
M = ORx, met Rx zj 
Me, 


et 
ps @ COR, PS) = BS (x WI). 
Verder is S(x BT) = RX NAE ER. S. 

á Ss Sf a R ) a R R@ a 
Dit bebekent dat de Xe 91 een S-basis vormen van Hi & 5 » 
Aij # ven ring. A heet een R-algebra als Selat: 


1) A is cen (niet noodzakelijk commutatieve) ring (met of zon- 


Ee ria a alen essen essa diek adik ik ed 


der 1) 

2) A is een R-uoduul; de optelling in het moduul is dezelfde 
als die in de ring : 
5) aACxy) = (a)y = x(AY) vor wel, X,ycA . 

Een R-ualgebrahomomorfisme is een R-lineaire afbeelding, die 
tevens ringhomomorfisme is. 





Heeft A ecn eenheidselement e, dan zit Re in het centrum van A, 


be afbeelding 1: R#A met i(N) = ke 


is een algebrahomomorfisme. Is bijv. R een lichaam, dan is í 
een isomorfisme, Men idatificeert Re dan met R, 


Zijn À en B R-algebra's dan vormen ve het tensorproduct. A ®@_B 


R 
van A en B als R_modulen, We definifren een vermenigvuläiging 


in A®@B op de volgende manier : 


(LE a, ®b,) (L atb!) = YX (as at) @(b, DI) , 
s jk 1 . E ° 8 
We dienen te bewijzen, dat dit goed gedefiniecrd is, 
Neem a en b vast in A resp. B. Dan is 


E : Â XB > AB 


a,b 
met fa» (a'‚b') = (aa!) @(bb') 


bilineair. Dus is er een lineaire afbeclding 


ba,b . A9 B ag A®B 


met B ra! BbE ) = Zaat) (bbl) 
LD d J Dj E je d. 
Voor vaste 2 = ù amb! «AgB 18 
j J J 


h, : AxB > AR 
mc nh La, = DZ, 
et h‚(a, ) Bab ( ) 
weer bilineair. Dus is er een lineaïre afbeclding 


k, : ÂGB > ARB 


J 


Û 
ng 
Er 
Ee 
te 


me t Ek f a, @b,) 


dS gs . 
zi (a, a.) ®(b;bi) é 
Ld | 


made 


waarmee het product gedefinicerd is. Ga zelf na dat A®.B 


| R 
met dit product een R-algebra in ge- orden. 
Op snaloge wenier definieert men voor een willskeurige collectie 


almesbra's An het wvensorproduct B Ag als algebra, 


Is Â een Realgehra en Reen declring van Ss, dan kaa ven 


is OR GEN ROPE EEEN MAANEN EERENS A 


A®,S weer als S-alscbra opvatten, Ga dit zelf na. 


LJ 


Als toepassung van het voorgaande zullen we de volgende nuttige 
stelline beeijsen. 


Stelling. Zij K cen lichaam, L, ‚ del, een collectie uit- 
breidineslichamen van Kk. Dan is er een uitbreiding L van K 
en een collectie isomorf ismen 1, van L, in lyzodat L vordt 
voortgebracht door de vereniging van TO IE 

Bewijs, \e kunnen de L opvatten als K=algebra!s., Beschouw 


de algebra U = BL Ja: Ly > T is het Kehomomorfisnme dat 
> 


0 
| 5 a 
| SD, 


waarin X,= LKS 1 voor Yy#a. Kennelijk is 
Zij M een maximaal ideaal van WT, do) nl is een ideaal in 





ens 


Ts AS d, is cen isomorfisme. 


GEGEN, dat 1 niet bevat, dus dg) nM = 0. T/M= L ie een 
lichaam. Zij p bet kanonieke homomorfisme T>T/M=L. Dan is 


ig= Pod een K-isomorfisme van Lb, im Lb. T wordt voortgebracht 


door de RENE dus L door de GE 





le Zij V een Kelincaire vuimte met basis Orseeers@. 3 W één 

| met bassie f, reersEg Op Ve W nemen we de basis e.8f.= e. …e 
L J Lg 

| | uij à cen lineaire afkeelding ven V in zichzelf met matrix 

| Ca) L,0.Ve Ac Segeven basis, B een lincaire afbeelding van W° 


in zichzelf met matrix B, Je Laat zien dat AaB t.o.v. de 
7 9 ej 


voorgesteld wordt door de matrix (Yy. 


iejsie, 1) En 


Oss 
Led 
tan 5 


Y hek Po 


1,JsKsd 
2, Beschouw de ‘Z=modulem Zi, 27 en U/(2). 
„ij 1 de injeetie: 2 We. Laat zien dat i& 1 « 2m Rr L/(2) 


> TK U/C2) de nulafberlding is en dat 227 S, z/(e) ="Z/(2). 


5. Ven W zijn lincaire ruimten over een Lichaam K. 
n | ar | 

vtel bas Syb, = O voor a, EN, b, EW, Bewijs dat één van de 
i=1 J ele L } 


voliscade uitspraken moet solden. 


id d4= d 8 ce = & as 0. 
C ) ge Ge Srl 
Cl Dy see esb, zijt Jadeatr athankelijk. 


Analoog wet verwisseling van de a; en b, in (ii) en (ii). 





„6 Ek ik in 


(4,1) 


Hoofdstuk II. Uitbreidingen van lichamen. 


ot manen 


ar 





Zij Leen lichaam, K een deellichaam van L, dan heet L ook wel 
een uitbreiding van K. We vatten L op als lineaire ruimte over 
K. De dimensie van L over K noemen we de graad van de uitbreie 
ding; notatie: |[L:Kl . We laten ook toe dat hi :Kl = 





ptellings,. Zij L een uitbreiding van K, M één van Le 

Dan geldt: | 

(1) EN een K-lineair onafhankelijk stelsel in L, [y} een 
Lelineair onafhankelijk stelsel in M, dan is het stelsel (eg) 
K-lineair onafhankelijk. | 

(ii) Is Lx} cen K-basis van L, (ya) een L-hasis van M,‚, dan 
is (xy } een K-basis van M. 


Ciii) IM: K |= lm: Ll |L:x| . : 
Bewijs. (Ì) Stel ga, Ba = 0 met Ng, geË 


Dan is 5 ( 5 


kelijk zijn,is YA o:X, = 0. voor alle B. 
g AB a 


= U: iS -lineai a 
AN: Xa) Je O. Omdat de Jg L in air onafhan 


» 


Don moet A B 5 0 zijn voor alle a en B. 
3 


(ii) Stel xeM. Dan x = 5 A87 B ‚ met Agel « 


Az = à A X met À Ks. Dus 18 
B Wa a, BS 


XxX = LA X Ya « Gezien (i) volgt hieruit dat de XJg een 
a, B As ue B | 


1 An Sn a RE enz ar en & 
h=basis van M vorven. 


(iii) is een direct gevolg van (ii). 


Aij been uitbreiding van het lichaam K. Voor Kisreerk, ge Lb ver= 


„staan we onder KLR, peek de kleinste deelring van L die K 


en de elementen KyseersX, bevat, onder Ks peers) het klein- 
ste deellichaam van L dat K en KynreesX, bevat. 

Ki yeverk,) is het quotiëntenlichaam van Klax, sees « 

We zeggen dat KE eeen) uit K verkregen is door adjunctie 
van Xise-eyX, aan K. 

Is KX) een polynoomring over K, dan noemen we het quotiënten- 
lichaam van KX] het lichaam wan rationale functies over Ks; 
notatie: K(X). Vlementen van K(X) zijn voor te’ stellen door 


Ê ded | 
breuken & , uet f en geK[X], waarmee op de bekende wijze ge= 


rekend wordt, - 


ENE 


net teast ek a ler on tedere NN ns Arnen ee 





ERR En tE ik rene ee et ern ai ne 


ee teen ereen ee ne eee ee emmen se ee ent eneen deme een nen oren eee en een A Rent agen ed ee 





(4.2) 


We beschouwen nu speciaal een uitbreiding met één clement K(x) 
van K, Het ringhomomorfisme p: K[X] > K(x) wordt gedefinieerd 


door: | 

P(f) = f(x). 
P(KLXZI) KLE, Er zijn twec revallen mogelijk. 
(i) @ is een isomorfisme. Dan is Klx] = K[XJ, dus 
K(x) 2 | 


(ii) p heeft een kern IAO. I is een ideaal in K[X], dus 


u 


K(X). x heet transcendent over K, 


=(f). f is een polynoom met minimale graad zodat f(x) =O. 
f is op cen factor # O uit K na bepaald. f heet een minimum- 
polynoom van x over Kk. x heet algebraïsch over K. | | 
btel- f=gh.: Dan g(lx)h(x) = O, dus g(x)= O of h(x)= 0. Stel: 
bijv. g(x)= O, Omdat f minimoal was zodat f(x)= O, is g= cf ‚cek. 
f is dus irreducibel. Daaruit volgt dat (£) een maximaal ideaal 


is in K[X]), dus K[XJ/(£) is een lichaam. Dus ú 
KLXI/(E) = hie ) = Klx}. Een basis van KUXJ/(E) over K is: 

ds Ak KEN, OREN iik, (£) , dus een basis van K(x) over 
Ree Ae dE x° ik ‚ als n= gr(f), de graad van f. 


Beschouw omgekeerd een irceducibele veelterm feK[X]. KLX1/(É) 
dan een lichaam. Neem x= X+ (f). Dan is 

(x) = (LA (E)) = L(K)H(L) = (£) = O, dus x is een wortel van 
f is minimum-veelterm van Xx. We hebben dus bewezen: 


ham, 
KD 


En 


Î 
Es 
ptelling., 1e algebraïsch over K,‚, dan is er een polynoom f met 
minimale graad penn ; f is ierreducikel en heet cen mi- 
nimumpolynoom wan Xx. f is op een factor # O uit K na bepaald. 
ls omgekeerd f irreducibel in KLX], dan is er een uitbreiding 
K(x) van K zodat f minimumveelterm is van xe |K(x): Kl= 5r(f), 
de «vrzad van f. 


YE 


Or 





AVen. 





3 


Ae Ga na of de volgende veelteormen rationale wortels hebben, 


n | 
b. XX -p (vp priemgetal). 
Ke 
e. BX4 3X - 17, 
Ì fl ; nT | 
E Aanwijzing. Is a rationval, dan a= mn met gehele m en n, 


die we onderling ondeelbaar mogen veronderstellen. Is f een 
polynoom met „ehele coefficienten, beschouw dan de vergelijking 
f(A) = O. Ïleaak hiervan eon verselijking voor gehele setallen 
door de noemers wer te vermenigvuldigen. Onderzoek die met 


(5.1) 


(5 


1= 1. Dan is volgens (4.2), |K(x,):K 
Stel bewezen voor hed. KC see ek) = Ks se erg) Ge) n 


telling. Zij hb edn uitbreid 
almebraïsch zijn over K vormei 


Bewijs, We moeten aantonen: als x en y algebraïsch zijn over K 
pe 7 ek | j —… Î T3 a . 
dan ook xty, xy en, als X#0, ook x Wegens (5,2) is 


— 15 =— 


behulp van deelbsetheid van gehele sotailen door priemgetallen). 


: 5 Dd . - » . . 
2, Laat zien cat f(X) = X/4+2X +1 irreducibel is in ELX). 


Hoeveel elementen bevat E‚ Ge) ‚ als x een wortel van f is? 


de Wav 1e de sinimumveelterm van V5 + 1 over @( = het lichaam 
van de rationale getallen) ? 


zen uitbreiding L van K heet algebraïsch over K als iedere xeL 
algebraïsch is over K; ís dit niet het geval, dan heet L trans- 





gendent over K. Lb noemen we eindig voortgebracht over K, als 


ue Mal AR at AED EK AE Ee 


CP XigeeesX, EL bestaan, zodat L=Klx{) <4). 


Stelling. Zij L een uitbreiding van K met |L: K| eindig. 
Dan is L eindig voortgebracht en algebraïsch over K. 


Bewijs. Zij [L: Kl =n. Is Arse: san een basis van L over K, 


dan is zeker b= Kla{ ss. En, . 
d EN 2 2 : 
s Keb, dan zijn de n+1 elementen 1,x,x dn lineair afhan- 
KELdijk Over Ke, AeWele OP Bijt ajskK, niet alle 0, zodat 
En: g Gr Zie 
Sn Hees HM EtAg = Oe 


x 18 dus algebraisch over KK. 


„telidng. Is be Krse ee 9%) met Kjsee erk algebraïsch over K. 
Daa is |L: K| eindig. 


Mey volledige inductie naar h, 





= gP(Êf), dus cindig. 


Uit de induetieveronderstelling en (4,1) volgt dan dat 


( pn ú n NE: Pi E 
KC seer) « Kl eindig is, 
ing van É. De elementen van L die. 
2 een deellichaam L van L dat k 


UA 


Om verb . 


% 


K(x,y): Kl eindig, dus volgens (5.1) is K(x,y) algebraïsch 


over hk, Daeruit volgt het »ogtelde, 


hb als in (5,5) heet de algebraische afsluiting van K in Le 


PULSE TE EET ET tT te ne ee a ee ik 


EEN Ne BENNEN EE AREN AEEA Me ST tes mk AE 





(De 


AEN 
\ 


Od 
ON 
ed 


4) Stelling. Zij L algebraïsch over K‚, M alrecbraïsch over Le Dan 


is M algebraïsch over K, 
Bewijs. Zij xeM. Xx is algebraïsch over L, dus völdoeb aan 
cen vergelijking 


n 
DX + eee + AL HAp= O 


met ajthe Dus is x algebraïsch over Klagyees,a) + | 

Dus RC sere rt 4%) K(aosees sa) [se Verder zijn Assen 
algebraïsch over K, dus |K(a,,.-…,a,)t Kl< e | 
Dec.rvit volgt [KCao see 4440): Else, dus Xx is algebraïsch 


over he 


Uit (5.5) en(5.4) volgt onmiddellijk: 


ed 


stelling. Zij L, de algebraïsche afsluiting van K in L. Is 
xeL, xé L., dan is x transcendent over 1. 


hd 


Tet volgende resultaat heeft cen belangrijke toepasing. 


Stelling. Als L=K[x,,-+.,x,} cen lichaam is, Gon is het al- 
gebraïsech over K, 

Bewijs. Inductie naar n. Voor n=1 redeneren we aldus: 

is Xx, transcendent over K,‚ dan K(x,) = K(X); K[XJ # K(X), dus 
Klax, JA Klas )s deez. Klx,l is geen lichaam: tesenspraak. Dus 
Kx) is zlgebraïsch over Ke 

stel de bewering is bewezen voor n=1, L= KC) LR see eK ’ 
dus L is alge-raïsch over K(x,)e We ‘zijn klaar als we bewijzen 


kunnen dat x, algebraïsch is over Ke | 
zij voor i=2, f‚ cen minimumveelterm van Xx; over E(X) e 
ne m1 


ae 1 
f,(X) = b, X + C, X n + oee ee 


Door met de noemers van b, Cyr eve te veenenigvuldigen, kunnen 
vic bereiken dat alle coëfficienten van f, in Klx] zitten. 


Nem ye. Dan - 5 
[ J 4 J | 
nn hen 
y= | ° ° ee met (X . e Kk 
J K L ne ie. Xn dass reerd 
Jared En | 
es u ( è QX zeeer Xx, Xn es n . 
. Ed | 
Jasesead J 4 
i. we m.-í 
Voor ie is b,x, Leen Lincaîre combinatie van x, REEEESEN 


met coeffieienten in Klx4l. 





3 
j 
} 
$ 
: 
ä 
4 
f: 


ehh eee en 


fstmtndeve Mise fes 


on: 17 dia 


Voor voldoende “rote r is ‘tus 


{ 
(Das ee cn Y en pe 


waarbij vesomneerd wordt over dassen met OZ dj < Aj 


en vaarin alle ‚ eKlx,J 


Blas 
Jaseeesdr 


UL dee Ba bramen 





ä. oe 
das ere fd 


J2 J, 
Xo ee e An 


’ 


een b=sis van L over K(x,). Ban is 


c 
Ô p Dz B 
Jz Jn Jaesesd, 
X2 ce e Kn ee Ù;t eo Lo + eeese 
Jase eed 
met b. . en Cc. . EKLlx,l. Noem 
Jiseeead d Jaseeesd 
II C … = D;e Dan iS 
EE: J „Jaseeerdn e 
En Ek. 
B In a b 
Kn red == e . ds RE L Haase 
1 n Jase verd 1 2 E 
met d, s GRE 
daer did 
Dan hebben we | 
| d | 
(b‚bas.b) Y ai Es Ost es tat se + eta 
met e‚éKlx;J, Oa peers KH) 
Noem b;bos-eb, = be Dan hebben we dus bewezen: 
bij iedere vel is er een r zodat 
be dibir est RN: 
y= @jbjt Cabot ev eta” 
met eseKlx,l , e2ye-esC, Kle): 
Neem nu teKlx;l , t#O0. Dan is er dus een r zodat 
Er“ est t Û 
bt = @, tst Cabot eee + eta” 
pF == e‚t bat  s , 
bfexKlx,] , dus is 
be eyt t‚= e{t wegens t‚= 1. Es 


K Pad ie . Ee 
Dus iedere tekKlx,l is een deler van b voor voldoende grote r. 


“stel nú Xx4 was transcendent over X, 


Dan waren er oneindig veel 


verschillende irreducibele polynomen in Xx, in Klx,J, die niet 


alle delers van een macht van b kunnen zijn: tegenspraak. Dus 


moet x, algebraïsch zijn over Ke 


Als toepassing de volgende stel inge 


NN TETE ED OEP SR On & ie eme 


EN EE 


Tr then SE EE EE 


EEN ENE pige rn tf 


tn en khen en mike dk 


En EEE UAE NEE MARIE HE NE OE RE TEN OK OE ET VN NEN A EER EN BONE ME EE NER 


(5. 


7) 


61 


cn ien dog dre val IT de Gn teer vi re WI nf adri ee meteen 2 on Pa or Ep on erna er op ene teen 93 ek Keep ee 
Eet pe En ene eee an eee Ae mn one et en ee Bema ir eS eesteten t e Te en Be ar ekede ee me er 
wma er a le it en ea od a de eek ak ach Ee 


„velling, (“Nullstellensatz" van Hilbert je 


Zij Â een echt ideaal in K[X Xiseverkjde Dan is cer een algobra- 

ische uitbreiding L van K waarin menten Ki seren bestaan 

zodat FC eee sk, ) = O voor uïle feA. We noemen eneen) 

een nulpunt van A. 

Bewijs. A ligt in een maximaal ideaal M. 

KLA gee ek /M is een lichaam L, Noem X; ll = x ‚da 18 

L=Klx, ‚ee ‚x,J. Dus L is algebraïsch over K, Voor feM is 
FC gee esX) =fCAr ree) + M =0OtM =O in L. 


Opgaven. 

1. Zij K een liehaam, Len M uitbreidingen van K, u een 
K-isomorfisme van L op M. | 

(i) Kel is algebraïsch over K dan en slechts dan als u(x) 
algebraïsch is over K. 


(ii) Is L algebraïsch over K‚ dan ook M. 


2. Zij T transcendent over eer lichaam X. Bewijs dat K de 
olgebraïsche afsluiting is van K in K(T) . 


Een lichaam L lieet algebraïsch 


uitbreiding toelaat, 


resloten 





als L geen algebraïsche 


Stelling. Zij bh sen lichaam. De volgende voorwaarden voor L 
Zijn equivalent, 


Ci) Lis alscbraïsch gesloten, 


(ii) Tedere veelterm in LUZ is in lineaire factoren te ont= 
binden, 


(iii) Tedere verltberm in LUX] heeft een wortel in L. 

Bewijs. (1) => (ii). Zij FenlX]. Ontbind f£ in irreducibele 
factore iet is voldcende (ii) te bewijzen voor een irreduci-= 
bele veelterm. Stel f dus irreducibel, f heeft een wortel in 
een algebraische uitbreiding van L, dus in L zelf. Dus is f 
lineair. | 

(ii) > (iii, Triviaal, | 8 

(iii) => (1), Aij M een algebraïsche uitbreiding van L. 

Dtel xe. Is f het minimumpolynpom van x over L, dan is f 
irreducibel. Anderzijds heeft f een vortel in L. Dus is f li- 
HEAD, delaBa- Hé | 





(5.2 


Pa 


(6.4) 


(6.5) 


Aij K een Lichaut, DL heet een aigebraïsche afsluiting van K 


als L een algebraïsch gesloten algebraïsche uitbreiding van K is. 


stelling. Zij K een lichaam, M con algebraïsche uitbreicing van 
K en L een algebraische afsluiting van K. Dau is er cen Keiso- 
morfisme van M in Le 

Bewijs. Volsens (5,15) is er een lichaam P zodat er K-isonmor= 
fisnen us:L->P en t:M=>P bestaan en zodat; E voortgebracht 
5 door u(b} en vil). (MD) is algebraïsch over K, dus zeker 
over u(L). Dus PF is alscbraïsch over u(L) en derhalve 


en bake 4 . „ re LE. KL „ 
P=u(l). u ov is eeu Keisomorf isme van XK in IT. 


stelling. Zij Kk ean lichaam, L en M algebadsctre afsluitingen 

van Kk, © Dan is eer con K-isomorfisme van L op M. 

bewijs. Voisens de vorigc stelling is er een B-isonmarfisme u 

van Lin H, u(b) is een algebraïsche afsluiting van K‚, M is alge 
braïsch over u(L), dus u(I) 


Stelling. Zij been algebraïsche uitbreiding van K met de 
volgende eirenschap: 

Voor iedere uitbreiding M van K met |M: Kl <e: is er een K-iso- 
morfisme van M in Ii. 

Daa is L een algebraïsche afsluiting vern. K. 

Bewijs. Ve hoeven slechts aan te tonen dat L elgebraïsch ge- 
sloten ies. Stel N is een algebraïsche uitbreiding van L, 

KEN, &L.x is dan elgebraïsch over K. Zij f het minimumpolynoom 
van Xx over Kk, baat f precies m( > Q) verschillende wortels heb- 
ben in L. zeg Fares In KCESS oee 0 4In) is een uitbreiding van 


k van eindige srad, waarin f minstens m+1 verschillende wortels 
LOL Ge | 

ur is cen Keisomorfisne van KY oever) Îe Le dus f heeft 
minstens m+1 wortcls in b: tegenspraak. Dus Ne Lb, 


otellins. Ieder lichaam heeft een algebraïsche afsluiting. 


Bewijs. Aij Keen lichaam. Beschouw de verzameling van alle 
lichamen KÜX,,e-…,k,J/I, m=1,2,eee, I maximaal ideaal in de 
polynoomrin;s KLXsse-e,A,l. Volgens (5.13) is er een uitbrei- 
dina L van A waarin al deze lichamen Keisomorf ingebcd zijn. 
Neem de alwebraïsche afsluiting hb van K in Lb. Lb is algebra- 
Ms: K|&o0, dan is 





isch over K. Is M een uitbreiding van K met 


nete gt, Aere kee A oe eN on oden eaf rn 


TT LEE TE ER OC gn PST eind ken =S oe an anda: “a ETR TET TE nee 


| 
| 
Í 
| 
f 
| 
| 
Ë 
| 
8 
: 
| 


DOE EEE ZP DEE HEE A ET ek OTN OE GE AR ER EDE SA EEE MEAD KAT EE 





Ze 


(7.1) 


IE 


ONJ 
' man 
die A had 


KLXs geeen /I voor zekerc m en zeker maximaal ideaal JL. 
Dus M is K=isomorf af te beelden in LD. Volgens (6.4) is L_ 

LA c 
dan een algebraïsche afslu:ting van K. 


De algebraïsche afsluiting van ecn lichaam K noteren we meest= 
al als K . Is 8% het lichaam van de rationale getallen, dan 
getal len. 


heet & hes lichaam van de algebraische 





Opgaven. 


1. Bewijs: ®& heeft aftelbaar veel elementen. 

oe Zij K ecn lichaam. Bewijs dak er in KLXJ oncindig veel 
irredueibele polynomen zitten. 

5e Aij K een eindig lichaam, Laat zien dat KX aftelbaar onein= 


die veel elementen bevat. Een algebraïsch gesloten lichaam 
heeft dus ultijd oncindige veel clementen. | 


Pd 


EK 4 


vvel L is een uitbreiding van K. Elementen Hynes) VAN L 
heten algebraïsch afhankelijk over K als er een veelterm f#/O 
in KX zeeer) is met FCHs geer sE) =O, Zijn X,9e-.,X, Niet 
algebraïsch afhankelijk over K,‚, dan heten z 
hankeli; 


algebraïsch onaf 
k over K., Een willekeurige verzameling elementen (x} 





in L hect algebraisch onafhankelijk over K, als iederc eindige 
deelverzameling van Le} algebraïsch onafhankelijk is. 


zel, heet algebraïsch afhank 





Side War Kyseeesk, Over K, als z 
alsebraïsch is over Ks geeesk) « | 
Kraeeesk, Zijn algebraïsch afhankelijk over K dan en slechts 


EO ei de . ee « . . 
dan “ls er een L 15 zodat #., alsehralsch efhankelijk is van 


1 
Ktoererkjnge Bigs 
Deze. begrippen lijken veel op Lineaire afhankelijkheid etc, 
uit de lineaire algebras Men Kan lineaire ern algebraïsche af 
hunkelijkheid besehrijven wet eenzelfde axiomarysteems zie 

Van der Waerden, Algcbra. 

Xi serert, Heet een transcendentiebasis van L over Kk, als 

Ki oee algebraïsch onafhankelijk zijn over K ren iedere xelL 
algebraïsch afhankelijk is van Kiseevsk, Over K. Analoog kan 
ven cen onciadige transcendentiebasis definicren; zie opgave 2, 
Stelling. Als xyye.-,X, eer transcendentiebasis is van L over 
Ken Yas--° Ig zijn algebraïsch onafhankelijk over K, dar is 
sxn en er bestaan n-s elementen x, va de weggeven basis die 
samen met Yyy--:sYg een transcendentiebasis vormen. 





(7.2) 


— 21 -— 


Bewijs. Volledige induetie naar s, Voor 5=0 is er niets te bes 
wijzen. Stel s=-0 en neem aan dat de stelling voor s=1 i.p.v, 
Ss bewezen is, Dan is s-1x<n en er zijn n=8+1 elementen Xs 
die met Siret en ad een transcendontiebasis vormen; stel deze 


elemerten zijn Karas ern Dus iser IgA 9 Eg v 


ps 


54192" vormen een transcendentiebasis, Js iS daarvan 
algebraïsch afhankelijk, dus is er een niet triviale relatie 


afs ze L 
a, (ys Lerend ed ’ Eger En) Ig = 0 4 i 


h Mc 
®, 


net a,eklXi,e..,Xd. Omdat J1iseeesa alsebraïsch onafhankelijk 
zijn, moet één van de XxX, echt voorkomen in deze relatie; laat 
Gb bars on zijûùe Dar is Xe algebraïsch athankelijk ven 
3 seer Kgs Dus Ky sees syo 9 fg | ere 
e << e ES « 
18 een algebraische uitbreiding van Ki sere sSas Ee 
„tel nu xel. Dan is x alsebraïsch over Komen. sle 4 
Kgs), dus zeker over K(J1 eee 49Ya 9 KgseereyX)e Dan 
Dat er Te er ae 
del ee OE als Tera isch over ELT: see) e 9 Logeren oe 
„hoeven nos slechts aan te tonen aat Sisters 9 
Ennn almebraïseh onafhankelijk zijne. Stel dit was niet 
het seval. Omdat „ algebraïsch onaf- 
hankelijk zijn, zou dan Jg algebraïsch afhentelijk zijn van 
: & + d el Ei Ù ' if 

ISirerrg 2 Kyr sKje Dan zou iedere xeL al algebraïsch 
afthank&lijk zijn VAN YaseerrIgg 0 X 


Jireee rad : Korgr er rk 


s442 En oo dus zouden 


SinerrrIgar 9 Eerten al een transcendentiebasis vormen. 
Marr den was an algebraïsch afhankelijk van Fire 9 


Korsten os in tegenspraak met de veronderstelling. 
Î ; 


Len onmiddellijk 4 „evolg van de vorige stellins is: 


stellinr. Heeft L een branscendentiebasis over K bestaande 


uit n elementen, dan heeft dedere transcendentiebasis van L 
over K precies n eclementen, 

Hreft L en transcondentiebasis van n elementen over K, dan 
heet n de transcendentiegraad van L over Ks notatte : trgr(L:K). 
Heeft L seen eindige transcendentiebasis over K, dan stellen 

we BEST {) = 0% | 


a 


Stelling . Als KebeM N dan is 
trer(M:K) = trgr(M: L) + trer(Lt:K). 


ete AEG ee Engente dn agen, 


Snes neden Neenee emmen ag see ee sn eee Tee eren 





Et de ek en ee nend enk ik il an Et Et ae knik en inne en kr dln en MEREN RA EO OE LE 





Bewijs. Zij Xys--°,Z, een trenscendentiebasis van L over 

K $ 4 ’ e € Je één van M Over Urs Dar LS Xs | ê . hiet, Js 9  … © Js 
een transcendentiebasis van ki over Kk. Ga dit zelf nat Ga ook 
na dat de etelling goed is wanmeer trgr(M:L) of trgr(L :K) 


oneindig is. 

Ben eindig voortgebrachte uitbreiding heeft eindige transcen- 
dentiegraad. Stel n.l Le Kr geeen): Zijn de Kore sKn 
algebraïsch onafhankelijk, dan vormen ze een ‘transcendentieba- 
sis. Zijn ze dat niet, dan is er een xj die algebraïsch af han- 
elijk is van XygesesXijs Bigs rk Zijn ook die nog al= 


eebraïsch afhankelijk, dan laten we er weer een XK uit weg die 
algebraïsch afhangt van de rest. Zo vorrtgaande vinden we een 
(eventueel leeg) stelsel algebraïsch onafhankelijke elementen 


Xj,severkj Waar de overige X, algebraïsch van afhangen. Dus 
â, î 


L is algebraisch over K(x, pees ) s derhelve vormen 
_ " r ij | Tr s 


Ks rte erk een transcendentiebasise. Merk nog op dat 
1 en id t 
Tr 


UrEr(E(X, 5: Kh) <Te 


Is lx} een verzameling algebraïsch onafhankelijke elementen 
over K‚, dan heet K(x) n een zuiver transcendente uitbreiding 
ug 


van K. Dan is KC) = KX) ‚ het quotiecntenlichaam 
I ek 


ge 
van de polynoomring KLXJ 8 

Cel 
Cpgaven. 


1. Zijn Xi ge rek, CT Tass 9I transcendentiebases van L over 
K, dan is niet noodzakelijk Ky pee erk) = KCT 9e 00 0In) 
Laat dit a:xn een voorbeeld zien (voor willekeurige n). 


2, Zij L een uitbreiding van K,‚, niet noodzekelijk van eindige 
transcendentiegraad. Bewijs: L heeft een transcendentiebasis 


over K. (Aanwijzing: beschouw de collectie van alle verzame 


lingen van slgekraïsch onafharkelijke elementen in Ll, geordend 
door inclusie. Gebruik het lemma van Zoen). L is dus een alge- 
braìsche uitbreiding van een zuiver transcendente uitbreiding 


van K. 


Ee SE eeen de ee 


(3,1) 


(8.2) 


Zij feklX], a cen element van ven uitbreiding L van K. a heet 
een n=voudige wortel van f, als er een gellX] is zodat 
E(X) = (X-o)® SCX). Is «a n-voudige wortel met n=1, dan heet 
a meervoudige wortel, 
f heeft « als meervoudige wortel in L dan en slechts dan als a 
een gemeenschappelijke wortel is van f en z'n afgeleide DÉ. 
Immers, is EH) -(X-a) E(E), dan is 

(DE) CX) = n(K-0) TTE) + (K-a) De) WX), | 
dus n=1 dan en slechts dan als X=q een deler is van (Df)(X). 
ptel nu f irreducibel in K(X]. Omdat gr(Df)<er(f), is in dit 
geval (f,Df) = 1, f kan dus alleen een wortel gemeen hebben 
met Df als Df =O. Stel 


f(x) =a X4 ä gt 


aes tecta + Ag » 
Dan is 
(DE) (X) = n an yi ED Re 


| 
Is f #0, dan kan Df =O alleen gelden wanneer kar.K=p#0O en 


En 2 | 
A= 0 voor alle k zodat p{k. Dan is dus f= acta kan X Eru ie 


1 id 


…… +A ER, Dus hebben we 
Pp 


stelling. Zij fekK[X) irreducibel. f heeft meervoudige wortels 
dan en slechts dan als kar(K)=p#O en f(X) =g(XP) voor een 
gek Xl. 

Heeft oen irreducibel polynoom f geen meervoudige wortels, dan 
noemen we f separabel, anders inseparabel. Is f inseparabel, 
dan is f =g(XP). Is g ook weer inseparabel, dan 5(X) = n(XP), 
dus f(X) =h(XP ). Zo voortgaande vinden we tenslotte een se- 
parabel polynoom f; zodat f(X) =f, (XP ). Is «a een wortel van 

5E 1 bs dan 18 aps een wortel van f4. Omdat kar(K) =p, is 

xe — ap = (K-a)P ‚ dus de multipliciteit van de wortel « 
van f is p° ‚ Daarmee is bewezen : 


| f irreducibel, | 
Stelling. Zij kar(K) =p, fekl Je Dan is er een separabel po-. 


lynoom C,eK[X] zodat f(X) =f, (XP ). Alle wortels van f in een 
uitbreiding van K hebben dezelfde multipliciteit, n.1l. a 


Zij x algebraïsch over eon lichaam K. x heet separabel over K 


als het minimumpolynoom van x over K separabel is, anders in= 


separabel, 


be rated een Etam see enb oben ee rn ares Sens 


De karakteristieke exponent van een lichaam K is 1, als 
kar.K = 0, p als kar.k=p#O. 


(8.5) Hulpstelling. Zij K een lichaam met Lavakteristieke e:zponont e, 
Dan geldt: 
(1) Is Cas +) een vierkonte matrix met eleventen in K, dan is 
det(a, … =(detl ds, … . 
(az °) =laet(as 


(3d) Ze (as) con willekeurige matrix met elementen in K, dan 





is rang(a;S) = rang(a; 


Bewijs. Voor e=1 is er niets te bewijzen. Voor e=p is 


ee el ni dh nen. ETE dele de dean td ne EC ik a al 


NAP een isomorfisme van K in zichzelf. Daaruit volst (ij) 
onmiddelijk. (ii) ziet men in door op te merken dat overeen= 


komstige onderdeterminanten in Cas 3) en Cass) tegelijkertijd 


Oof #0 aijn. il 
(5.4) btelling. Zij K een lichaam met korakveristiecke exponent e, Ee 


L een uitbreiding van É, De volgende uitspraken zijn equivalent. 
Ci) Zijn Aiyesv4X, Kelineair onafhankelijk in L, dan ook 
e e 


Xi seerd e 


(ii) L heeft ecu basis kf over K zodat de elementen y,… li- 
neair onaf:ankelijk zijn over K. 


Bewijs. (i) => (ii) : triviaal. 





(ii) => (i) EH veer, hangen jineair af van eindig veel PE 
de) î 
ZET VAN YiygeerIgs SED. Dotel Xi ‚N Ais IE ° 
à e J ==’ 
iS, ì ©: 
De == k X @ « V« Là 
l 3 ee 


e e End | Ed e 
It serene zijn Lineair onafhankelijk, en rang (a; ; ) = 





| | e Ee . 8 En 
= rangs) =r ‚ dus ook X4 ‚vee; zijn lineair onafhankelijk. 

(85) „velling. Zij K een lichaam vet karakteristieke exponent e,‚ 
Stel x is algebgmsch over K. De volgente uitspraken zijn equi= 
valent. 


(i) Xx is separavel over K, 


ene ke ke en ne ih a nn ek el eee en ee ia lk 


(EL) ee ALA Xi seeesX, K-lineair onafhankelijk in K(x), dan ook 
ë 

B. - 

Bewijs. Voor e=1 is er niets te bewijzen. Stel dus e= p„ 


_ 


9, 
51 gee egt 


GG) B (Ei). Zij f het minimumpolynoom vern Xx, var gruad re 


ve ee Rn ee nen veert ve Mor ser had meet Se nahe bene As tartaeaneke mant ve 





OD 


en) 


= 25 > 


2 zel 
(re pe van vormen een basis van K(x) over K. Stel 


2 r-1 Ed | 
1,xP ‚x Ean ni )p zijn lineair afhankelijk over K. Er is dus 


een relatie 


; 


®, 7 
Ao + 4 xP ij As XP + eco + aen 1)p mrd Os 
met niet alle A; =0. X is Avs een wortel van SCEE 


2 am 
me t ECE) = Ap + Aa ot AoA Poma th bed d 


p= e 
Dus z(XP) = CORR A waarin q niet deslbaer is 


door f. De graad van (XP) ie p(r=1), die van f°(X) is SDL. 
Dus p(r-1)=-sr, oftewel (P-5)r =p, Dus 1<s<p. Differentieren 
van de vervelijking g(XÌ) e= (Wa) levert: 


oes (SD). DODEN UD LCD (DD) CE). 
ED) (DICK) = (DE) COACH). 


let irreducibelce volynvom f is echter niet deelbaar op Df en 
ook niet op q : tegenspraak. ‘Dus zijn 1,xP,x°P,…‚xF=IJD 
lineair onafhankelijk over K, Uit (8.4) volst dan (ii). 
(ii) =>(i). Stel x is niet separabel over K, Het minimumpo- 
lynoom van Xx is dan van de gedaante f(ZP) met f(X) = 
= Agt AA + vee + an Pe De elementen 1,xP „x°P, enn zijn 
dus lineair afhankelijk, dus ook 1,x‚x vee, . Maar dan is x 
al wortel van een polynoom 

bot bk teer DE, 


daf lagere grad heeft dan het minimumpolynoom: tegenspraak. 


De voorgaande stellins leidt ons tot de volgende definitie, 
Hen (niet noodsnlelijk algebraische) úrsbreliding hb van K heet 
separabel, als geldt: zijn Knee sn h--lineair onafhankelijke 
elementen ie L, dan ook HE gaan ‚ waarin e de karakteris= 
tieke exponent van K is. Stelling (8,4) laat zien, dat voor 
Separapiliteit vn L over EL voldoende is dat L een K-basis 


Vgl Heeft, zodat de y,° een onafhankelijk stelsel vormen. 


(% 
L& kor:ks 0, Aan de deders uitbreiding ven à separabel. (8,5) 
Zest: is xXx alsebvaisch over K. dan is K(x separabel 

TD Nb) 9 À: 


7 NN ‘ AL on Ln er i „ In de en Ì „ ri ae IA ge 3 ee “< : Eon 
over K dan cn slechts dean als x separabel ís over 4. 


vbel BL on Wi zijn lichamen met Kel=M. e= karakteristieke ex- 
ponent van É‚L en MN, Dan geldt: | | 
(1) Is L sepurnbel over K en M separabel over Lb, dan is M se= 
paravel over k. 


er 


CEN ls M sopurdbel over K‚ dan is L separabel over Ke 


An me de er En ne ten en Edie aen en ee emee ee a 
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(iii) Is M sepor vel over K en L algebraïsch over K, dan is 

5 & 7 

M scparabel over … 

Bewijs. (4) Zij En ven basis van L over K, {y,} een basis van 
zl 
e Ee 
K-lineair onefhankelijk stelsel in Lb, {yo } een Lelincair on= 


NM over Le Dar is (En Ya) sen basis vanM over Kk. {x is een 
afhankelijkstelsel in M, dus {(x; Y ee is een K-linecair onaf= 

hankelijk stelsel in M. Uit (8,4) volgt dat M separabel is 

over K. | 

(ii) is cen triviaal gevolg van de definitid van thevamsbiiiternt. 


(iii) Laat Fiss senI, Ledincair onafhankelijk zijn in M. Stel 


fd 


on 


AI > O met Agel. De As zijn algebraïsch over K, dus 


j=1 
KCM oer eon ):K|<e . Wegens (ii) is KOM oe verÂ,) separabel 
over {. Neem ecn Kebasis sen, van EO seen) «af verk 
zijn dan ook een Ébasis van KN), venen), ) De XJ 3 zijn lineair 
wfhankelijk over K, dus wesens de a M de 


2 


& p —A . ) E 
zijn ook de xs Tj Het, Ee zijn Aj zE zodat Aj= e SEEN 
1= 


DUS A As # 
Ls. 


Naar den zijn alle À. „=O, dus ook 
J | 
lle Aass 


| Ls) 


tb, 


De voorwaerde YL algebraïsch over Ki kan niet gemist worden in 
(iii), zoals in opgave 2 zal blijken. 


Stelling, Zlj heen algebraïsch uitbreiding van K. L is separa= 
bel over K dan en.slechts dan als iedere xel, separabel is over Ke. 
Bewijs. Stel L separabel over K. Is xel, dan Kek(x)ebL. Dan 
ia ook K(x) separabel over K, dus x separabel over K. 

Stel omgekeerd ieder element van L is secparabel over KL. Laat 


Ky sees ss, Koonafhankelijke elementen zijn van L. 


n 
kelde kle) mai & Ky see es En Ee x, is separabel over 
K, dus over Ks sees): dus : Kersen) is een separabele 
uitbreiding van KiyeeesX4_q): UidB:E(*, volgt dus de separa- 
BLALGSLG VAA KCRj oee ee) over Á. Dus ZLjk hee LAHCALL 
onafhankelijk over K. | 

Zijn xien x, separabel over K, dan ook X4 +Xa, XiXa en 

xXx, (als x4#0). Bekijk n.l. bet lichaam K(x;,Xa) : dit is se- 
parabel over K. Is L een willekeurige algebraische uitbreiding 
vàn K, dan vormen de xelL die separabel zijn over K, een deellie= 


chaam van Lb, dat K omvat, :‚enaamd de separabele afsluitin van 








(8.8) 


(8.9) 


K in L. In het bizonder noemen we de separabele afsluiting 

van K in z'n algebraïsche \fsluiting K de separabele afsluiting 
van K,‚ Notatie: Ke Aangezien K op K-isomorfie na bepaald is, 
iS ook K. op K=isomorfie na bepaalds separabiliteit over K is 
nel invariant onder K-isomorfismene 


Een lichaam K noemen we perfect, als iedere xek te schrijven ís 


e nes 
als X=y ; yEK waarin e de kurakteristieke exponent van 
K voorstelt. Een l*chaam van karakteristiek O is dus perfect. 


Hulputelling. Zij kar.kK=p , aek. Dar is XPoa irreducibel 

in KIES of xPa = (X-a)P met aek 

Bewijs. Zij f een irreducibele factor van Heem dn il # 
heeft cen wortel a in een algebraïsche uitbreiding L van K. 

In L is dus a=aP , dus in LUX] is XP-ae= (X-a)P , Is gr(f) 1, 
dn heeft f dus meervoudige wortels, dus volgens (8,1) iS 

£(X) 
£GO 
dit geval. Is gr(f)=1, dan aeK. 


Ï 


g(xP) voor een geL[X]. Dan is echter gr(f) =p, dus 


HĲ 


xPa, op een constante na. XP.a is dus irreducibel in 


telling, De volgende uitspraken over een lichaam K zijn 
equivalent. ’ 

(i) K is perfect. 

(ii) Tedere uitbreiding van K is gepcvabel,. 

Gh Iedere uitbreiding van K van cindire graad is sepnarabel. 


Bewijs. (á) => (ii). stel L is een uitbreiding van K en 


Ky aeee Xn zijn Kelinenir onafhenkelijk án he Laat e de karak- 
Ki 1 | C ee 
teristieke exponent van K zijne Dtel % A5 Xj = O ret \j eK. 
i=1 
ef | et , R e 
K 18 pertect, JUS er ALJA EK zodat As = KH; « Dan is 
Se : ’ E | eG 5 en) Ee in. 
(he) OE He ds Alke = Oe Dan moeten alle 
z ii 2d Jl 4 Ei 


k, = © zijn, dus alle A; = Oe 


(il) =P (iii) is triviaal. : 

(iii) (1). Stol bij AeKk- is er geen Hek met u°“= X. Dan 

is ef#.1, dus kar.Kk=p, e=pPpe Het polynoom XP. A heeft geen 
wortels in K, dus is irredacibel in K(X]. Er is dus een uit= 
breiding K(x) van K zodat Per minimumveelterm is van x. Dan 
is x insen rabel over K, das K(x) inseparabel over K, in tezen= 


spraak meb (Aid). 
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ie ak Ei 


hant hek inn kee cad RA ee ARE ren ie ee inn EE en en ee et kk 


(8.10) 


(811) 


otelling. Ieder eindig lichaam is perfect. NE: 
Bewijs. Stel K is een eindig lichaam met kavateristiek Pe De 
afbeelding Dr xexP is een homomorfisme van K in zichzelf, 

Uit xP= 0 volgt x=0, dus is m zelfs een isomorfisne. Omdat het 
aantal beelden gelijk is aan het aantal elementen van Ky is 
ng en | | 


We geven tenslotte een stelling over de “structuur van eindig 


voortgebrachte separabele uitbreidingen. 


stelling. Zij Le Klare, L is separabel over K dan en 
slechts dan als L een separabele algebraïsche uitbreiding is 
van een zuiver transcendente uitbreiding van Ke. 

Bewijs. Met volledige inductie naar r bewijzen we: Is L = 

Ki yeee sk) separabel over K,‚ dan is L een separavcle algebra- 
ischo uitbreiding van een zuiver transcendente“ uitbreiding 
van K. Voor r=o valt er niets te bewijzen. Stel r=1 en de 
stelling is bewezen voor r=1 vocrtbrengenden. Zijn Kisss 
algebraïsch onafhankklijk, dan is L zuiver transcendent over K, 
dus dan zijn we klaar, Stel nu dat x,,...;X, algebraïsch af- 
hankelijk zijn over K, Neem een f#O uit KL, ge ,£J met mi 
nimale totale graad zodat Froese sk) = 0. Stel in geval 
kar(K) =P, f van de gedaante 


EC pees) = SKP, KP) … 


Das “adden we dus een relatie 

| 1; P LP î e 
4 an : s Te dke K eo X on U. , € # 
it eeest, 1 Ei, 4 


mn, 
ü * 


Omdat L separabel is over K, zou er dus ook een relatie bestaan 
, 7 14 cl é En oe 


ö B Xs pà =O, f ek 
s e  s © Ö 9 « “ % 
ej re edn ’ r kes ed, 
niet alle 8. a 
Ls . o e 1, 


Dit wil zegessen dat Xi oree skr nulpunt is van een polynoom net 


lagere totale ruud dan f: tegenspraak. Dus is er een 1, zodat 
Zj “Bcht in f voorkomt maar f geen polynoom is in En en de 
en beten we aannemen dat i=1. Het voorgsande betekent 
dat x, sepsrabel algebraïsch is over Kg peren) Volgens ine-. 
ductieveronderstelling 18 KH see sk) separabel algebraïsch 
over een zuiver transcendente uitbreiding van K. Hetzelfde 
zeldt Zus voor Kl seo) 


EEE ER NN SE TT EE gr OE ET TEE à - 


GER EEG BRE. vR EEn in ET dd a 


COENE EE A BETE TEN 


Bme Preben eenn se ek ee ee me en EE 
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Is kar(K) =O, dan is het bewijs nog eenvoudiger. 

Dtel omgekeerd KeM EL zodat M zuiver transcendent is over K en 
L algebraïsch en sepurabel over ú. Hot is voldoende aan te 
tonen dat M separabel is over K. 41} J1seeeJg Een transcen- 
dentiebasis van M over K, Deur Me KCT vee Io) > KI 3000 IgA) > 
ee 2 K(H4)2K. Het is voldoende ann te tonen dat Kyi vei) 
separabel is over K(T1 sere 43) dewez. we mogen ons beperken 
tot het geval s=1, dus M=K(T), T transcendent over K, 

Stel xye--sKGEE(T). xj= F,83 mot £, en B;EKLTJ. We kunnen 
iedere Ê, en 8, met een factor uit K[T] vermenigvuldigen zodat 
alle B gelijk worden. Dus xj fg met fs en gek[ LT], 

Kr server, Zijn Lineair onafhankelijk over K dan en sleents dan 
als fyyeee,f, Het zijde Het ie dus voldoende te bewijzen: zijn 
Es geverft ELT] lineair onafhankelijk over K, dan ook £,P‚...,£ P 


3 
als p= kar.k . | | Es 
k id k ® 
Stel f(X) = ZZ a... Xd met dsceK. Dan fP … PD ast XIP , 
kN e LJ | JL ° 1 : 
J=Ö =O 
Het stelsel lineaire verselijkingen 
el 
en ig 6; zn Ö, J= Ojee ek ’ 
na p 
beeft alleen de onlassing E,‚= Ci dens En = Ô, 
Dus heeft de matrix (a, Pang n, us ook de matrix Ca, ;P) 


hecft rang n. Daaruit volgt weer dat het stelsel 


EL 
L= | 


alleen de nuloplossing heeft, dus dat f‚P 


page lineair 
OhatHankelijk &i jn. 


Opgaven, 


1. Atel kar) =p, L=K(T) een transcendente uitbreiding. 


Bewijs : 
(EE) tetpolymuoom Ee T, 


dus irreducibel (waarom?) 


LUX] heeft geen wortel in L; bet is 


âù 


A Wat is een inseparabel polynoom over L 
(iii) L is niet perfect. 


Ee. stel kar.Ke=p, U=K(T), T transcendent over K. Toon aan: 
(1) TE is transcendent over Ke 
({i) WM is geparabel over K. 


EE) M 18 niet geparabel over KCP). 


ren etheen Beten et 


DD 0 en ae GR ne ee en 











De voorwaarde "L algebraïsch over K" kan dus niet semist wor= 
den bij (8.6)(iii). 


de Zij kar.Ke= p, L=k(ti st2 see), waar t‚ transcendent is 
over K, be = Es 4 voor il, Bewijs achtereenvolgens: 

(á) t, is transcendent over K, KCE = KCE bz peert). 

(ii) L is separabel over K, 

(iii) trar(L:K) =d, 

(iv) Is ueL transcendent over K; dan is ereen n zodat 
K(w)EK(t,) en IK(E) :Klu)l <o. 

(v) KCE, 4) Ls niet separabel over K(u). 

(vi) Lis niet separabel over K(u). 

(vii) Lis niet te schrijven als separabele algebraïsche uite= 
breiding van een zuiver transcendente uitbreiding van K. 

iet analogon van stelling (8.11) voor niet eindig vo-rtgebrach- 


te uitbreidingen a GeLAb dus bALIkbaar niek. 
pd 


4. Stel kar(l) =p, L cen algebraïsche uitbreiding van K‚, S de 
separabele afsluiting van K in L. | 
(i) Bewijs: Als xeL, &S , dan is x niet separabel over 8. 
(ii) dn xe Ls ‚ES , f het minimumpolynoom van x over S, 

Î= sCP° ), BESLX] een separabel polynoom. La \ab Zien dat xP 
separabel is over S, Wat volgt hieruit voor xP 2 


e 


e 
(iii) Bewijs dat Ten « AES. 
Hen algebraïsche uitbreiding van K die zeen separabele elementen 
buiten K bevat, noemen we Zuiver inseparabel. Iedere algebraïsche 
uitsreiding is dus te schrijven vals zuiver inseparabele uicbreie= 


ding van ecn separabele uitbreiding. 

bed se p" € 
De Zij kar.k=p. Definieer En = (xek | x Ek} , P= en Ee . 
Bewijs: n= 


(í) P, is een deellichnam van K . 
(ii) P is een deellichaam van K. 
Cali) P is perfeot, 


eem Rn : Er | 
(iv) Zij P' oen minimale perfecte algebraïsche uitbreiding van K, 


a | 


dAsWeZe een perfecte algebraïsche uitbreiding die geen perfecte 
alsebraïsehe ennn var K bevat diegP* zijn. Voor elke 
xeP* is er dan eon n zodat xP eK. 

(v) P* als boven. Mid tw een K-isonorfisme van pr pe ka K (waarom 

is er zo'n u?). Bewijs dat u(P ep, 


‘ 
id 


er We TT en vee RE eN 


(9,1) 
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Het lichaam P heet de perfeeve afsluiting van K; het is zoals we 
bewezen hebben, op K=isomorfie nu gekarakteriscerd door de eigen 
schap det het een minimale perfecte algebraïsche uitbreiding van 
“18 | 

Is fek[X], er(f) =n, en L een uitbreiding von X, dan zeggen we dat 
f splijt in L (of ook wel: LD splijt f ) als er x,,ee-,X,eL be- 
staan zodat £(X) =alk-x,) ee (Ex). Is bovendien nog 
Le KX 40e sds dan heet L een splijtlichaam van f. analoog, voor 
een collectie (£_},f eK[K]. | 


Stelling. Stel feK[X], gr(f)=n. Da: geldt: 

(1) Ê heeft een splijtliechaan, 

(ii) Zijn Len M splijtlichsmen van f,‚ dan zijn se KeA&somorf, 
Analoog geldt voor een stel veeltcormen É n f, eK[XJ; 

(iii) (£_} heeft een splijtlichaam. | 

(iv) Twee splijtlichamen van LE) zijn altijd K-isomorf. 
Bewijs. (1) In RK zijn er Xx,,-….,x, zodat f(D) = 

= AAR) ee (LK, )e Ky gere sn) 18 dan een splijtlichaam van 
La 

(ii) Er bestaan een uitbreiding NF van K en isomorfismen 
u:bei en v:Me iN. Is Le K(XisesesXj)s EiaeveaX, Wortels van 
f en Me Is gee-9I) Ss J1s"eI, Wortels van f, dan zijn 

UL) zee eUCED VCE) zere sv 0) wortels van f dán FH. Dus vor= 
"en VO) seee vr) cen permutatie van Us) eee UCE) omdat 
er(f)ens Dus ulbje= Till), det. Ze vloe u is een heisomorfisme 
ven Lb op M,. 

(iii) en (dv) worden cnaloug bervezen. 

Een splijtlichaam van fek[X] kan natuurlijk ook geconstrueerd 
vorden zonder gebruik te maken van de algebraische afsluiting 
K van EK, nel. als volet. Ontbind f in K[X] in irreducibele 
factoren. Heeft één van die factoren een sraad= 1, adjurgeer 
dan een wortel x daarvan aan K, Ontbind f dan in irreducibele 
Tactoren án K(x)[X], enz. Na eindig veel stappen heeft men een 
lichaam wa rin f im lineaire factoren uiteenvelts dat is dan 
een Ssphijtlichaam. 

Ben algebraische uitbreiding L van K heet normaal over KX als 


geldt: is f irreducibel in h[XÌ en heeft f een wortel in LD, 
dan SPlLgt LT A Le 


(9.2) Stelling. Stel K is ven lichaam, L een uitbreiding van K met 
| L:Kl ee. Du zijn equiv:lent: 

(i) L is normsal over Ke 

(ii) Lis sclijtlichaam van een fek[Zl, 





| Bewijs: (1) => (di). Ondat |L: Kl <o, zijn er x,,..,x, , 

| algerraiìisch over K, zodat D= Kliek) Aid Ë minimumpo= 

! lynoom van x, over. K. Ë, splijt in be. WL is splijtlichaam van 
Ey foeeef | Me OO 

| (ii) > (ii). Stel EX) =a(Kexr, ) « « (Kex) in be Noem een irre= 
| ducibele geK[X] die een vortel x in L heeft. Stel e is nict 

| in lineaire factoren te ontbinden.in Ll»). Beschouw een irre- 
| ducibele factor van g in L[X] wet graad =-1 en adjungeer een 

| worbel x' daarvan aan Le x' is een wortel van g, dus g is mi- 
nimumpolysnoom ven Xx! over K‚ maar ook ver x. Dus K(x) en K(x') 
zijn beide K-isomorf met K[X1/(g), denezZe er is een Keisomor=- 

| fisme van Kx) op K(x'). DR!) = Kg gees 4E Xt) = | 

| = KG!) geeesX,) dus L(x') is splijtlichaam va. f over K(x'). 
| Verder is Le Kla gevers) = KH) (at pee 04E)» want xeL, dus L is 

| splijtlichaem vau f over K(x). Daar K(x) =K(x!), noet ook | 
| L=L(x!) (Keisomerfisme). Maar |L(x'):El=|L:K| :tesenspraak. 
5 (9.5) Btelling. Zij L cen willekeurige algebraïsche uitbreiding van 

| Ne Dan zijn equivalent: 

| (ii) L is normaal over k, 

(ii) Er bestaat oen stelsel (£_}_‚f EK[XJ, zodat L splijtli- 

| chaam is van {f | , dew.ze. L splijt elke f en Lek(x, …) 

| | A A 04 As xs 

| Waarin Xanten de wortels van jn Lis BE tte | 

| bewijs. (Ì) (ii). Voeg oon iedere xel,&k , z'n minimum 

| veelterm f_, over 5 toe. L is splijtliechaam van het stelsel 


(Eben &r 5 | 
(ii) > (ii). Dtel de irreducibele geklX] heeft een wortel 
Xe. Er zijn dan eindig veel fs ‚ Zeg Er sererfn ‚ zodat 


han il ie ak 


XE ee 5 eee ax ze Le k DC L ex 
xe Ce, 4e are En Xr" Xron,) Ï, Volgens de vorige 


stelling is M normaal over K, want M is splijtlicheam van 


Ey fote.ertf 8 splijt in M, dus zeker An De 


ï 


(9,4) „telling, Is KebeM, M normaal over K, dan is # normaal 
over L. 


en here NB ir ee re venter ern eme Bee en oe ren deme se eer te 


ee Hes ge ee MEER ea ee 


Bewijs. “tel g is irerreducibcl in LUX] en heeft een wortel Xx 
in M. Zij f minimum veelterm van x over A, M is norm:al over 


K, dus f valt in lineaire factoren uiteen in [XJ]. = is een 


deler van f,‚ dus & valt ook in lineaire teetoren uiteen in 
MLX]. 


vtel hb is algebraïsch over h en M is een algebraïsche uit 
vreiding van Lb met de volgende eisenschapven: (á) M is normaal 
overk;s (iá) is LelleM, N normaal over K‚ dar is N=M. MW heet 
dan een aormrsle Afsluiting van Lb over Kk, | 


stelling. ze Lb een algebraische uitbreiding van Ke Dan geldt: 
(1) Er bstoat een normale afsluiting van L over A. 

(ii) Twee norusle afsluitingen van L over K zijn altijd iso 
HOPE: 

kla 1e |L :Kl < oo en M een normale afsluiting ván L over K, 
dan IMs:KI < os 

Bowijs. (ú) Beschouw voor elke zel, &K, de minimunveelterm 
over £. Neem voor M het splijtlichaam van de collectie verl 
termen f f f‚|xel,x &K) . M is dan klaarblijkelijk een kleinste 
uitbreiding van L die normaal is over K, â.w.s een normale 
afsluiting. 

(ii) Stel & is een normale afsluiting van L over K. De veel- 
termen f, als in 't bewijs van (4) splijten in H, Anderzijâs 


oen Ne 


is het splijtlichaam van {f 





„| xel, EK} binnen H een normale 
uitbreiding van K, dus gelijk a«n M. Zij nu N een andere nor- 
male afsluiting van Lb over Kk. Lr bestaat een uitbreiding P 

van Lb vaarin M en N beisomorf af ebeeld worden door L-isomor= 
bre u resp. v. u(M) en v (N) zijn splijtlichamen van het stel- 
sel if sl zelL,dh} binnen PF, dus moeten samenvallen: u(ll) = vr). 
Dus v “bu is een L-isomorfisne van M op # 
(iii) Als |L: Kl<o, dan is L te sohrijven als DeKlag geeen) 


7 
„én 


algebraïsch over K. Zij f, de miniinuwveeltern van X; over K, 


Er 
de 


ER | 
Het splijtliechaam van fifze.ef over L is ook splijtlicheam over 


h, dus een norws<le afsluiting van L over K met eindige graad. 
Opgaven. n 
1. Hewijs dat Haf?) esn normale uitbreiding is van & en Q(/2) 
eea normale uitbreiding van D/E). foen dan esn dat afz) 


geen normale uitbreiding van & is 


| - 34 - 


e | En . 3 En 
2, Bepaal het splijtlichaan van X =5 over &. Eveneens over 
re E/()) 


Se Zij PeklZl, ar(fden, Lb het sslijtbliehaan van f over Ke. 
Bewijs dat |L:Kl< nl . 


ej 
Pad 


Dd 


10, We bewijzen nu een aantal stellingen over automorfismen van 


algebraïsche uitbreidingen. 


(10,1) Lemma. Zij # een normale uitbreiding van KK, o een K-isonorfts- 
| ne van M in zichzelf. Dan is o(X) = M, 


Bewijs. Me K(Lx}) ‚ waarin Íx,} een stelsel elementen van IH 


04 
ter Ad Ff, het minimumpûlynoom van Xy Over KX. M is splijt= 


lichaam van het stelsel {£f_} over K oC) ie dus ook splijt=-- 


X 
lichaam van B over K; aangezien o(M) e M‚ is zelfs oc(M)=M 


(10.2) stelling. KelbeM lichamen, M normaal over K. Stel o is een 

| K-isomorfisme van L in M. Dan is o uit te breiden tot een 
K-automorf isme van M. | 

Bewijs. Beschouw paren (N‚9) , waarin N een lichaam is, 
beNeM, en @ een K-isomorfisme van N in M zodat voor xeL: o(x) = 


H 


o(x). Last S de verzameling van al zulke paren (N,@) zijn. 
SAY, want (L,o)eS. S wordt als volgt geordend: 

(No, S(Ne,P2) eN, EN2, voor zel, is @,(x) = Po (x). 

| Zij T een totaal geordende deelverzameling van S. Definieer 


No= U Ns No is een deellichaam van M. 
(HN, pe T | 


ilet K-isomorfisme p, van No in M definiëren we als volgt: is 
xeNo, dan is er een (N‚p)eT zodat xeN; dan ox) = p(x). Is te- 
vens XeN, met (N,‚p‚JeT , dan is (N‚o) <(N,sp,) of de 

(N, 904) s{N,op). In beide gevallen is p(x)= 0,(x) , Mraeur de 
definitie van Po iS ondubhelzinnig. Voor xeL is o(x)= ox). 








8 
Î 
É 
4 
; 
' 
Á 
d 
k 
î 
: 
Î 
ë 
8 


(Nospo) is een bovengrens var T in S, We kunnen dus het lemma 
van Zorn toepassen. Zij (M'‚op) een maximaal element van S. We 
zijn klaar als we bewijzen kunnen dat M'= M. Stel M'#M. Neem 
xeM,EM'. Laat f de minimumveelterm van x over K zijn, g die 
van Xx over M!, g& is een deler van f. Definieer p(g) els volgt: 


MB) (A) = Pla) E's plan) EN vla, ) X4+ ola). 


pls) is een deler van @(f); omdat de coëfficiënten van f in K 


ee et rte TE a en en Ne albe en de neder re at ete Ke ien a eere Tegen ee ereen Temes oe terre erdee a en ien ak res ee te B sewre hetetree oe merke te eten ee re en 





| 
| 


DE EEE Len ee EE Be ZE ii dn 





zen EVEEDEE ENT EN NN CRAEN EEEN Ton ONEENS EK MMA ANNEN EIGEEL RSE 


(10,3) 


(AO.4) 


zitten, is (ff) =f. " Dus: wg) deelt 
n.l. X, dus splijt in M(M normaal!), 
yinM. Zet nu p tot M'(x) voort 


| n= 
bCbotbyate ee tb 4% ) 


f. f heeft een wortel in M, 
Dus heeft o(g) een wortel 
door te definiëren 

n=Î 


= Pb) tP(by)Jte se +P(b_4)Y 


Dan is (M'(x), Wes (M'(x) ‚ b)lM,op) 1: tegenspraak met de maxi= 


maliteit van (M',p)., Dus is M' =M, 


Opmerking : is |M:L| eindig, dan heeft men 't lemma van Zorn 
niet nodig. Men schrijft dan Me L(X4 9e +4) en zet co eerst 
voort tot (xs), vervolgens tot L(xs)(x) = L(x4 ,X0), enzovoort, 


Stelling. KebeM lichamen, M algebraïsch over Kk. Dan geldt: 
(ii) Is L normaal over K, dan geldt voor ieder K-automorfisme o 


van M dat O(L) =L 


(ii) Is M normaal over K en geldt voor ieder K-autamorf isme o 
van Ml dat o(L)=L, dan is L normaal over K. 


Bewijs. (í) Noem kel. Zij f-de minimumveelterm van x over K. 


| 1 
PLE) Ta, X + nl 


Dan f(x) =O, dus  o(f(x)) =0, d.w.z 


JL 


Lln | ae 
A Ì tereta,ktag « 


Dus o{x) is een wortel van f in M. Daar L normaal is over K, 
splijt f in Lj; dus o(x) moet in L liggen. Derhalve ia o(L) el, 


dus o(LD) = Le 
(ii) Stel L is niet mormaal over K. 
fEKLX], die een wortel x in L heeft, 


Dan is er een irreducibele 
nmaar niet splijt in Le 


MN is normaal over K, dus f splijt wel in M. Zij yel,&L een 
wortel van f. Dan K(y)=K[KI/(E)EK(x) , dew.z. er is een 
K-isomorfisme o:Kk(x) > K(y) met o(x)=y. o kan worden voort- 


gezet tot een K-automorfisme Tv van M, 


Omdat T(x)=yé&L, is 


T(L) AL, in tegenspraak met de aanname. Dus moet L normaal 


zijn over K. 


Stelling. Zij Leen algebraïsche uitbreiding van K. De volgen- 


de beweringen zijn equivalent: 


Ca) L is normaal en separabel over KX, 


(ii) Is xeL zodat o(x)=x voor iedere Kesutenestiene a van 


L, dah ds xek,. - 
Bewijs, (2) > (ii). Neem zel, &K. 


Zij f de minimumveelterm van 


x over K. grf)=1. L is normaal en separabel over K, dus f 





(10,5) 


es 3 6 — 


heeft een wortel vx in M‚ Lr is een K-isomorfisme os: K(x) 
> K(y) met olx)=y. ov kan worden voortgezet tot een K-auto- 
morfisme T van L. Tx) #/x, | 

(Li) > (á). Stel f irreducibel in K[X]Ì en x een wortel van f 
in L. We moeten aantonen gat f in L in verschillende lineaire . 


_ factoren uiteenvalt. Laten KX yK2geee sk de verschillende 


beelden van x zijn onder alle K-automorfismen van M. Iedere 
is een wortel van f‚ dus n<gr(f). 
Beschouw nu de veelterm 


E(X) = (Xx) (Kk) ee er) 
sn +AA ya! + eee + A,X tag 


(-1)À Ee 


| 


a EN == - XxX ee oe X 
nn dudes es Je Ji 
Aij CO een K-automorfisme van M. o permuteert de X; ‚- dus 
ola, Jele)k 2 ols dee ols ) 
kiki Jae eed Jt Ji 
ai (-1)À EN | eee ÄÁ ° 
ke Se «ok 'k, ki, 
SS 


Volgens de veronderstelling is dus a _… & Ke 

Dus geK[X]. g(x)=0, dus flg. Maar gr(g) =nxer(f), dus 
Í=ags, agk, Daaruit volgt dat f in L in verschillende line= 
aire factoren uiteenvalt. 


Is KX een lichaam, dan duiden we met Kk de vermenigvuldigings- 
groep aan van de elementen #O van K. 

Zij G een willekeurige groep. Onder een karakter van G in K 
verstaan we een homomorfisme van G in cn 

Voorbeeld: Ge=Z, de optelgroep van de gehele getallen, K=®, 
het lichaam van de complexe getallen. Is z Ed dan is % met 
xn) = z* een korakter van Z in U, 


Stelling. G een groep, K een lichaam. Stel dat Kr geween 
n verschillende karakters zijn G in K. Dan zijn Ki seren kn 
„(8 =0 


lineatr onafhankelijk over K, dew.ze uit AX (B) + eet NX 
voor alle geG, met Arserer dj EÉ) volgt: A,=eee= Ans Oe 
Bewijs. Met volledige inductie naar n, | 

n=1: \ X(g)= O impliceert A=0, daar X(e) #0. 





À 
Á 
| 
y 
| 


(10.6) 


(102) 
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Verolderstel dat n=1 en dat de stelling bewezen is voor n=f 
karakters. Stel NX4(E)+ «…. +A_X(g) =0 voor alle g, Dan is 
ook wegens xj (sh)= x, (8) x4 Ch) 8 | 


Kad - ed 


Arae CH) Ke sehen ded Ann) Kh) =O. 
Maar tevens is 

ha Kr EIK Ch) Pe Kok CIK LJ Pena An (s)x, (h) =0. 
kinine geeft ges 

A2 (Ao (h)- X, (h)) Ko (BE) +. + AX a) ek, (h))X (8) =O. 
Uit de inductieveronderstelling volgt 

ha (Aa (A) %,()) =eee= A nh) = XJ) =O. 
Bij elke i>1t is er een h ue Kg gn ke „@) #0, want X; Á Xe 


Dus 18 Asmar A= 0e Dan ook X, = 0. 


Een toepassing hiervan is 


Dtelling van Dedekind. Zijn Len K lichamen en Oise, VEI=- 
schillende isomorfismen van L in K. Dan zijn Oisered 
Kelineair onafhankelijk, dew.z. uit A4 5 tee + Ao, (a) =O 
voor alle xeL, volgt Ag=eee= A = O, 


Bewijs. Pas (10.5) toe op de karakterso, ‚5, van L in K. 


De stelling van Dedekind od vooral toegepast op automorfis- 
men van een lichaam, 

Is Lo} een collectie automorfismen van cen lichaam L, dan 
noemt met het lichaam K= {xel |oo) =x voor alle q} het 


invariantenlichaam van lo}. Notatie: Inv(fo}) , of bij een 


94 











eindig a antal antomorfismen, Inv(o,,ees,0)« is V een eindige 
verzameling, dan duiden we het aantal elementen in V aan met 
|v| ‚ vaak de orde van V genaamd, 


Stelling, Zij L een lichaam. Dan geldt: | 
(1) Lik o,s-+s0, verschillende automorfismen van L, K = 
== Inv( o, goes di) 3 dar is | L e K 





> Ne 
(ii) Is G eon eindige groep van automorfismen van Ei, 
K= Inv(g), den is |L: K]= |e| 

Bewijs. (4) Neem aan dat LK | eindig is - anders valt er niets | 
te bewijzen. Zij AyseeesAn Gen basis van L over K. Stel. 
Arsveesh eh zodat 


Ke) RAS (a) =0 JÎgeeeyDe 


Eese DEE reen ee ade ee ea ee ee eeh RN eme 
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nnn een ee ne dn en Hain, 


Si 
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Voor willekeurige a= a,a,+ e +AA, EL, met aek, geldt dan 


8 A4 93 (a) = 7 a, - Aj 5 (2) = 
Volgens de stelling van Dedekind zijn dan alle A= 0. Het stel- 
sel (*) heeft dus alleen de nutoplossing. Daaruit volgt dat 

Bl > | Gn 

(ii) Uit (á) volgt al |L:k |= iel . # 


Stel ajs---,a, K-lineair onafhankelijk in Le Beschouw het 


4 
stelsel vergelijkingen voor A.€L : 
| jd 
(*x) za Aso (aj) =0, belges la 


We zullen aantonen dat dit alleen de nuloplossing heeft. Daaruit 
volgt rsn. Dus moet ook |Ls:Kl<lel zijn, dus [L:K] = |G | 
\le passen inductie nzar r toe. Voor r=1 : M 93 (ay) = on 
0,(as) #0, dus y= O. Stel de bewering geldt voor r-1 bnafhan- 
kelijke a,, met r=1, genes de automorf ismen o, een groep vor- 
men, geldt (**) ook met O0 z iepev. 0, « Dus 

BS As di: oled =0, 
Laat vaas g„verken: 

Rs op) oz (a) 
Vermenigvuldigen met An geeft: 


A 4 do4 (aa) + Ane Aad) O4 (aa) tee e+ IN Aere, )o, (a, ) =O. 


or 


u 


Ed 


Vermenigvuldigen van Ce) met OA ) geeft: 


NM Oje gn ) 0, Cay) + Ao a, (A) on z (aa) tee s+t AHO Jo, (a, ) =O, 
Trekken we de laatste vergelijking af van de voorlaatste: 


Ono) -À EIN). aen 


Dit geldt voor i=1,,..‚n;, dus uit de inductieveronderstelling 
volgt: 
0 A) pe A OA) 9 J=Îs aes De. 


J 
ae Kl 
N A. À = Hse Dan is dus 
oem ER u, 
ee = (Hi ), voor alie o o€G. 
Dus. ‚eK, A; = Hi), » dus schrijven wo bei: op voor o,=1, 


het eenheidselement van G, dan krijgen we 
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1 
À ì U. 


ap 
j= =1 dd 
Omdat a41,e--,a, K-lineair onafhankelijk zijn, volgt hieruit: 
Hy=ees=H =O, dus Ar=eeend,= O, of Ans 0. In het laatste ge- 
val hete we | | | | | 
y= | 
& Aso, la e= =O, i=l, seen 9 
J=1 * 
zodat uit de inductieveronderstelltng volgt dat ook 
Ag=e verh, „=O 
Opgaven, | _ 
1. Schrijf een bewijs met volledige inductie op van stelling 
(10,2) voor het geval dat |M: Ll <o , 


= 0, 


2, Zij M het splijtlichaam van hee over 8 L= Q(V2). Zij o 


het Q-isomorfisme van L in M‚, met o (VOZ. Zet go voort tot 
een automorfisme van M. ’ 


Se Beschouw de algebraïsche afsluiting F_ van F ‚ het priem- 
lichaam van karakteristiek p. EP, ng EF is het isomorfisme 
dat xt, ds | 


(i) . Bewijs dat o{F)= EP ‚ MeaeWes Cis een automorf isme van 


EF | | 
P 

(ii) Laat zien dat Inv(o) = F,- In dit geval is dus 
| FE; Inv(o) | ss 


em mn wen Gee an pn en 


Hoofdstuk III. Galoistheorie. 


Zij T een geordende verzameling. Zijn a en be T, dan heet c 
een grootste ondergrens van a en b als 

(1) ez<a en c sb & 

(ii) uit xxa en xx<b volgt x < C. 

is d ook een grootste ondergrens van a en b, dan c=d. Immers 
dsa en d <b, dus d < ec; om dezelfde reden is c < d, | 
Dus ec=d. Hebben a en b een grootste ondergrens, dan noteren we 


die aanb. Analoog definiëren we de kleinste bovengrens e van 


a en b: 


(i') e=a en >b ; 
(ii!) uit x>a en x>-b volgt x>=e, 


a en b kunnen hoogstens één kleinste bovengrens hebben; 
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notaties avbe. 


Is bijv. T de verzameling van alle deelverzamelingen van een 
verzameling X, met de inclusie als ordening, dan is voor A en 
Be T, AnB=AnB, de doorsnede van A en B, en AvB =Au B, 
de vereninging van A en B, | | | 


Ed 


Oe T heet een nulelement van T, als Ox<x voor alle xel. Als 
ook O' een nulelement van T is, dan Ox<0' , anderzijds O0! <0, 
dus O=0'., Een Éénelement is een 1ET zodat 1=x voor alle 
Xx: T kan hoogstens één éénelement hebben. OAx=0, Ov x= X, 
1Ax=X, Îvxe=l voor alle xe tl. 

Een tralie is een geordende verzameling, die een nul- en een 


éénelement heeft en waarin voor iedere a en b ook aanb en 
avb bestaan. 


Zijn Ten U tralies, dan heet een afbeelding 9: T > U een 
isomorfisme van T op U, als wv een afbeelding op is en als voor 
x en yer: xz<y pla) s gy). Ga na dat p 11 is, PCO) =O, 
0(1) =1 ren dat de inverse van een isomorfisme ook een isomor= 
fisme is. Het product van twee isomorfismen — als't bestaat =— | 
is weereen isomorfisme. De isomorfismen van een tralie op zich- 
zelf vormen cen SLrOCpPe 


Een afbeelding & van T op U heet een anti=-isomorfisme, als 
voor alle x en y in T geldt: x<y © U (x) =lh (y). 

W is dan ook 1-1, VO) =1, (1) =O De inverse van een anti= 
isomorfisme is een antiisomorfisme, 


Een normale en separabele lichaamsuitbreiding noemen we een 
Galoisuitbrciding. Zij L algebraïsch over K. De groep 

van K-automorfismen van L noemen we de Galoisgroep van L over K; 
notatie: Gijp « Volgens (10.4) is L dan en slechts dan een 
Galoisuitbreiding vam K, als K= Imví G, K) ‚Voor een Galois- 
uitbreiding L van K met |L - K | <o is volgens (10.7) : 


ka 





L:K| = Gr pe 


Stelling. Zij Kele Ll, L een Galoisuitbreiding van K. Dan is: 
(1) Leen Galoisuitbreiding van M, ” 

Ti ec de Oep Vv En ° 
(ii) Gr an een ondergroep van Gy jp 
(iii) M is normaal over K dat en slechts dan als Gr pu cen: 
normaaldeler is in Gr  « | 
ee tdelör 18 LA L/K Oe ° 
(iv) Is «i normaal over K (dus cen Galoisuitbreiding van K), 








(122) 


sole 


dan is er M/K 5 Gym / Eru 
Bewijs. (i) volgt uit (8,7) en (9, kk 
(ii) is triviaal. 


(lii) Zij voeGry en Tele To t° laat alle elementen 
van TM vast. Dus | | 


an Ì 
Gram t Ss Eru: 
Maar dan is ook 
eN; | 
t_ Eremt Ss Erpertem = Eru 
dew. Ze | ’ 
em 1 


Grjen Ss TE mt « 
Dus ‚ 


 Î 
Sr/en © TErmt ee 


L is een Galoisuitbreiding van M‚, dus M= Inv(G eN 
We vinden dus: | 


voor alle Tt &G, jp is TM=M > 


T Gr TT = Gr nr voor alle TG jk : 

MeAeWe 

M is cen Galoisuitbreiding van K 

Ee zor, Gr, 7u is normaaldeler in Gj, JK" 
Daar M, als deellichaam van L, altijd separabel is over K, is 
M een Galoisuitbreiding van K dan en slechts dan als M normaal 
is over KX. Daarmee is het gestelde bewezen. 
(iv) Is veGrj en M mormaal over K, kaken Zij o' de 
restrictie van oc tot M. 
0 0! is cen homomorfisme van G, L/K in G/k . Volgens (10,2) 
is het een afbeoclding op” og! =1 is equivalent met ceG 


j L/M * 
Dus Gym = Grjm / Eru 


Hulpstelling., Zij L een separabele uitbreiding van K. De nor= 
male afsluiting van L over K is dan een Galoisuitbreiding van K, 
Ish.b. is dus voor |L:K| <e , L bevat in een Galoisuitbrei- 
ding MH var K met [m:xKl<o. | 

Bewijs. Is Le K(tx,}) 6 ijn minimumveelterm van XxX, over K, dan 
is de normale afsluiting M van L over K splijtlichaam van de 

fy ‚ dus separabel., Is \L:El<o , dan |M:Kl<e zoals we ge- 
zien hebben. 


=D = 


(12,3) Stelling. Zij KeLeM, M een Galoisuitbreiding van K. Het 
antal K-isomorfismen van L in M bedraagt dan |L:K] (ate even- 

tueel es mag zijn). | 

Bewijs. Zij N de rormape afsluiting van L over Ks we mogen 
aannnemen dat NeM, Is o een K-isomorfisme van L in U, dan is 

5 voort te zetten tot een K-automorfisme T van M. Dan is Tt NeN, 


dus OLe N, We mogen dus zonder bezwaar aannemen dat Me=N,_ 
Stel nu eerst |Ls:Kl<o 3 dan ook |M:Kl<e . Zij V de verza- 
meling van K-isomorfismen van L in M. Beschouw de afbeelding - 
| Ps Gr > Vv gedefinieerd door 00 = restrictie van co tot L. 
Wegens (10,2) is dit een afbeelding op V. cy, = tj @ (ot) = 


GEDE EAN EE ERNEN T G 


= 1 dg T& Gij ‚ Dus ow induceert een 1-1 afbeelding van 
Grim / Gs op V. (N.B.: Is H een ondergroep van een groep G, 


| das bedoelen we met G/H de verzameling van linkernevenklassen 


| van H in G). Dus | vl - lane |: KEM = IMe:Kl: |M:Ll= [L:K]. 


Is \L:xl| = 00 ‚ dan is er een oneindige rij separabele uit- 





breidingen K‚ } Ke Kyekoes.. el, met K, :K|= 1. Ieder Keiso- 
morfisme van K; in M is voort te zetten tot een automorf isme 

van M,‚ dus zeker tot, een K-isomorfisme van L in M. Het aantal 
K=-isomorfismen vaar L in M is dus > jk, :K|= i voor alle i, dus 
is oneindig. MN.B.: We differentiëren © niet nader in machtig- 





heden, Zuu mea met machtigheden gaan werken, dan is boven- 
staande stelling onjuist in het oneindige geval. 


| 

| (12,4) Stelling. Zij Ke beM , |L:E| =n, M een Galoisuitbreiding 
| van &. Laat O4yees4,0, de verschillende K-isomorfismen van L 
á 


in M zijn en Ayser-,a, eem K-basis van Lb, Dan is 
$ d. En 7 G FE CL e | . « e 
i Co CA as jn f 0 
| En 
| Bewijs. Stel det (oj(ag))=0. Dan waren er A, EM, niet 
| alle 0, zodat 
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(13.1) 


Anderzijds is 


—_ U3 — 


Dit is in strijd met de stolling van Dedekind (10.6) 


We gaan nu eerst nader in op de structuur van Galoisuit reidin- 
gen van eindige graad. A dus L een Galoisuitbreiding van K 
nl hehe De verzameling van alle ondergroepen van: 

Gr ordenen we door inclusie. Het is dan een tralie, Zijn 
a en H‚ ondergroepen van G, dan is H‚AH,=HnE, en H‚vio= HH», 
de door HH, en H‚, in G voortgebrachte ondergroep. Als nulele- 
ment fungeert (1), de ondergroep kestaande uit alleen het een- 
heidselement van G,als Éénelement in de tralie fungeert G zelf. 
We noteren deze tralie van ondergroepen van G= Gr jk met G of 
EL/k « | 
We introduceren nu nog een andere tralie, L/K. Elementen van 
/K zijn de lichamen M‚ KsMel. Als ordening nemen we de in- 
olusie. Voor M, en Moel/K is U,AMp= MnM , Hevllj= MjM in DL, 
als M‚M, het door Ee en ka hint netichannes decllichaam van .L 
comduidt. 


Hoofdstelling van de Galoistheorie (eindige graad). Zij L een 


Galoisuitbreiding van K, |E : K| < oo , 
De afbeeldingen 

Ss: UE * Gij 
gedefinieerd door 

g(M) zi Gr zu 
en 

ee 
gedefinieerd door 

i(H) = Inv(H) 


zijn anti-isomorfismen op, en wel elkaars inverse. 


Bewijs. Is MeL/K , dan is wegens (10.4) (ii) 
M= Inv(Gr zp) = Îeg(M). | 
Dus leg _ 4 ° ä 


stel omgekeerd HeG / ° Duidelijk is dat 
D/K - À 


SoÂ(H) — Hs ad 


ij 


|gei(H)| = |L;i(H)| = |H , 


erdee pe rans ee at an re ee ns 
ES 


ak EDE AEN A ee EEn: Menken 


De TT EE pr EN NE ON EE ROEMEN ELEN ENDE MO EE 





EN ERMEE MERE TRANEN NN OPT OD HM IE OE OPE EE En PE Gr A OE EE PDA ROEDEN MIE EEE 


BN ED EA EE 


En bm en res re re amer 





dus Eoi(H) = H‚ 

Soi = 1Îe 
i en g zijn dus 1-1 en op en elkaars inverse. Daar i en g de 
ordening omkeren, zijn het anti- isomorfismen OD » 
Bijgevolg kan eer Galoisuitbreiding L van K met |L: Kl <o naar 
eindig veel tus enlichaunen hebben, omdat Gr je slechts eindig 
veel ondergroepen heeft, 


Gr px kan men als volgt beschrijven. Is L Galoisuitbreiding 
7 | 
van X mot | ln 





zoo , dan is Ì splijtlichaam van een separabele 
veelterm f over Kk. Laat Êf in L de wortels Eiseres, Hebben. 
Elke OEG permuteert deze wortels; aangezien EE SCHEREEEE DE 
is CO door z'n werking op Eiser ern volledig bepaald. Gre iS 
dus te interpreteren als ondergroep van EN ‚ de groep van alle 
permutaties van n symbolon (sc. X4yeee3X,). Een onmiddellijk 
gevolg is | | | 


pn De L 
splijtlichaam van teK[X] over KE, gr(f)=n. Dan is Gr 


Stelling. Zij L cen Galoisuitbreiding vaan KX, |L: K 








<n$ 


Twee tussenlichamen van L en K heten geconjugeerd, als de één 
door een element van Cry op de ander wordt afgebeeld. Ga na 
dat dit een equivalentierelatie is, Is L een Galoisuitbreiding 
van A met Ls Kl «oo, dan corrcsponderen geconjugeerde tussen 
lichamen met geconjugeerde ondergroepen van Gr pe ; Zie het be- 
Wis woot Leet) … LATL. 


Opgaven. 

1. Zij SG een eindige groep van automorfismen van het lichaam 
L, K= Inv(G). Dan is L oen Galoisuitbreiding van K met Galois- 
groep G, | 


2. Zij kae.k{e@, We beschouwen LX) = AX DX + GEKLX}, aA, 
Definieer de disoriminant D van f door D=b'- Hac. 

Bewijs: f neeft een wortel. in KEDed voor een deK Gere 
zoals we meestal zeggen : Der) ° | 


5, Beschouw f(X) = Ee in Q[X] . 
Ka) Bewijs dat f geen wortels heeft in Q, 
(ii) Laat zien dat f irveducibel is in Z, 
(iii) Beschouw een uitbreidins Q(a) van Vs warrin « een wortel 
is van f. N.B.r we vatten a niet op als coplex getal. Het 

is echter nuttig deze opgave ook te maken binnen het kader van 


14, 


de complexe getallen, | ú 

(iv) In (OLK is FW) = (Z-delX). Laat zien dut 8 irreduci- 
bel is in Q(a)[X], (Aanwijzing:-sic vorige opgave). 

(v) Adjungeer cen wortel 8 van g aan gla). Q(a,B) is een 
Galoisuitbreiding van %. Wat is |aCa,B): Q| ? Hoe ziet de 


Galoiseroepn G= Gur a 7 er dus uit? 
SEOep Ru, 5) /D Ee 


(vi) Schrijf de elementen van G als permutaties van de wortels 


van f. Wat zijn de ondergroepen van G? Welke tussenlichamen 
van Q(a,B) en @ vindt U op deze wijze? Welke daarvan zijn nor- 
maal over £ 2, 


ts - 


4, Beschouw £(X)=X/-5 in @[X]. 


(í) Bewijs dat f geen wortels in Q heeft. OO | il 
(ii) Lact zien dat f geen kwadratische factoren in Q[X] heeft, 
f. is dus irreducibel (waarom?) . Ee 4 | 


(iii) Zij a(-3) een reëel getal zodat a” = 3, 

Wat zijn de andere wortels van f in & ? ‘ 

(iv) Zij K het splijtlichaam van f in €. Wat is |K:@| 2 
Bewijs Uw bewering terdege 3 

(v) Beschrijf: de elementen van G= G/g als permutaties van de 
wortels van f. Aanwijzing: ga na hoe ceG op a en op i moet 
werken! 

(vi) Schrijf de elementen van G die U in (v) ‘gevonden hebt, 
onder clkaar met achter elk element z'n orde. Bepaal alle 
cyclische ondergroepen van G en vervolgens alle niet-cyclische 
ondergroepen. U moet in totaal 10 ondergroepen vinden, <1). 

en G zelf meegerekend, 

(vii) Bepaal de tussenlichamen van K en D. Welke daarvan zijn. 
normaal over 8? Welke tussenlichamen zijn geconjugeerd met 
elkaar ? 


Zij L een separabele uitbreiding van K van eindige graad : 
L:xKl =n. Neem voor M een willekeurige uitbreiding van L die 
een Galoisuitbrceiding van K is. Laat 04 EREA de verschillende 
ë KL ° | e e . ’ e . ©& | 
K-isomorfismen van L in M zijn. Dan definiëren we voor xeL : 

6 ee s Ì EE | 
Spr, je) RAAS: ‚ het spoor van Xx in L/K 


Hj 


n | 
„H oJ, () ‚ de norm van Xx in L/K . 


Nr jr (ze) jeÎ é > 


We beweren dat spoor en norm nict van de keuze van M afhangen. 
Om dit im te zien, beschouwen we het minimumpolynoom f van 


- 46 -—. 


Xx over K, ahd. EE: 


f(X) = xt hel OE nn En 


ledere 54 Cx) is een wortel van f. Is omgekeerd y cen wortel 
van f in M, dan is het K-isomorfisme van K(x) op K(y) voort te 
zetten tot een K-isomorfisme van L in M, dus tot één van de 0; 
Bekijk de veelterm Ee 


ee EH == HOK eo). 
| | i=1 | 

ee ik t bn yn! + eee + ops + Be ï ' 
| Hierin is bs; = Gin )N 3, CD 0, „Gee. 0 nt 4 


| 

| 

| J4<Jo<e ° EEN 
| 

| Voor elke 0 EGjk zin ig bal TO see, 00, ND verschillende K-isomor= 
| fismen van L in M‚ dus vormemr een permutatie van Of sees O0, 
Daaruit volgt o(b,_ z) =b,_; * Dus b_jfk voor alle i. 


SCX) = £(2) h(x) | 
met hek[X], ggd(f‚n)=1. Een wortel van h is wortel van af 
dus één van de o,(x), die f als minimumpdynoom hebben. Maar 
(E‚h) =1 , dus moet h=1 zijn. Dus &(X) =£(D° $ s=lL: KG]. 


| 
Spr /x (x) = on „Gele zb ‚-=-sa 


n= 





NA © 7 0,5) = Ibo (MT ad 


E Doaruit volgt dat spoor en norm van xelL niet afhangen van M, 
| We zien tevens dat Spr jm 0) en Een 

Voor xek is Spr G-nx , Nike) = 

Uit de definities volgt onmiddellijk 


isde (ty) = Spr) + Spr (9) 
TI/x (Gy) De ijk) N Ljx(T) 





(iä, 1) Stelling. Stel KelLeM, M separabel over K‚ [M:K] <o . 
Dan is voor xeM: 


| __ _Spy/x) = Spryr ( Spy, ) 
ern 


Nyk) = Nij C Nr) ) 
bewijs. Neem cen Galoisuitbreiding N van K die M omvat. Stel 
Opere syO, zijn de verschillende K-isomorfismen van L in N 


| 
Ts see 9 T 


ie de verschillende L-isomorfismen van M in N, 





(14,2) 


(14,5) 


Dan is er een zel met Spr jk) #0. 


OrreeesSg Zijn voort te zetten tot K=isomorfismen Oi 9e ee 3 Og 
van M in Ne Dan zijn de of 7 …1sEzr, Azjss , ver 
schillende K=isomorfismen van M in N. Daar ze rs = |M: K| 
in getal zijn, zijn 't precies alle K-isomorfismen van M in N. 
Nu is | 


Spy) = en 
| 
= Lot (XY T‚(x) ) 
LL Sn U | 


SPr /k ( SPu/r G) ) 


Ed 


Analoog voor Ni/k met beta 4 


Stelling, BE separabele uitbreiding van Kal Kl ° 


Bewijs. Stel voor elke xeL was Spr jg) =O. Is M een Galois- 
uitbreiding van K die L omvat en zijn Ojse+-,0, de verschillende 
K-isomorfismen van L in M‚ dan zou 


Je ox) =0 voor alle xel. 
Def 


Dit betekent dat Oy seees 0, dineair afhankelijk zijn, in strijd 
met de stelling van Dedekind (10,6) . 


Voor het navolgende hebben we een hulpstelling nodig, die we 
eerst bewijzen. 

Lemma. Zij K een oneindig lichaam, PeK[X,,...,X,) zodat 
Fer gee esn )=0 voor alle Kiareerk,EK. Dan 45 Ff =O. 


Bewijs. Inductie naar n. Is n=1, dan kan f #0 hoogstens eindig: 
vesl nulpunten hebben. Wegens [K | = o impliceert f(x,)=0 voor 

alle x;EK dus f=0. | 

stel n>=1 en de stelling is bewezen voor n-1 variabelen, 

fEKLX, ,...,X Ì kunnen we schrijven als 


L 
FCE see eek an e KE, Masee A) 
net fjeklXo eee An | ° 
Voor alle 5 „ ‚sek LS des ee gese ’E, a e K[XJ e 


f(X, Koreeerk) = 5 Hf. jare ee sk, Ra 
| 1 


Fr ykageserd) =O voor alle ei, dus P(X, ska yes) = 0, 


KE PL OR 


— Ugg — 


Daaruit volgt dat Ê, 2gees sk) =O voor alle Keern CUB 


f, =O. Dit impliceert f=0 , 


Autonorf ismen Ot pere, van een Lichaam L heten algebraïsch af- 


hankelijk over L , als er cen fellXi,e..,) , fLO, bestaat 
zodat FCO (xk), ,0,(x)) =O voor alle xel. Zijn o,,..40 


n | 
niet algebraïsch afhankelijk over L, dan noerien we ze algebraïsch 


orafhankelijk over Le 





(Ò 


(14,4) Stelling. Zij K eon lichaam met oneindig veel elementen, L een 
| | Galoisuitbreiding van K met L:xKl=n. Dan zijn de 

Tyer nEG rj algebraïsch onafhankelijk over L. 

| Bewijs. « Stel FeklX, „XJ zodat flo, Ge), jo, ()) =O voor 
| alle xek. Neem een basis Aj yere, van L over K, 

Is xeL, dan | 





n 
Er A Gale Heb & 


Ee , 7 
jet Ĳ J J 

| n 
0, G) a er 65% (a) ®, 
| j=1 
| 
| Volgens (12,4) is dot(o, (a) #0. Zij 
ht, 

Pa) = (O.a. : 
Sis TW 4 
i 
‚ | n Ì n | 
| Neem Ï, = sea P ij Ä, ‚ dan Lj > dat oz (a). : 


Neem S(Lr oee) = fiere). Dan is 


SCE see -,E) = FoK), 04,0, (x)) = 0 voor alle Eroererb, 5 
dus g=0, Maar dar is ook f=0. 





De bewijzen van (14,3) en (14,4) gebruiken dat [x= oo , Als 
K l<e, dan zijn (14.3) en (14.4) allebei onjuist; zie opgaven 
jd en 5. 


Aij Leen Galoisuitbreiding van LN L:xKl=n. Is aeL een ele- 


nn dl en ee ie ne sk Snik ee en ne ee ee we LE ee edet 5 ä i 


ment zodat A Ca) sees,0 (a) met 0, EG jr K-lineair onafhankelijk 
sidie dan heet 5 (a),ee.,9, (2) een normale basis van L over K. 
Tedere Grloisuitbreiding van eindige graad heeft een normale 
basis. We bewijzen dit hier onder de veronderstelling dat 

IK] = 4 bij de behandeling van de eindige lichamen zullen we 
‘took voor âat geval aantonen. | 


es nerd nrs arten. Sane ed haer ar ee st verken rene me rt see agreed Set os eek Tele aen eere 
EPD ORR EN EE BNN AE EEn ds 


nanne «err hek 


| 
| 
| 
| 
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stelling. Zij K een oneindig lichaam, L een Ge loisuitbreiding 
van K met |L: Klen. Dan heeft L esn normale basis over K. 


Bewijs. We voeren 't bewijs ir twee stappen. 


(á) Als aeL zodat det(o, 0, z(2)) #0, dan is o4 (a Dees, (a) een 
normale basis. 

(ii) Er is een asL zodnt aet(5,0,(a) #0. 

Aa (1). Stel \ gek zodat E \;9,(n) =O, 


J . 
Voor elke i is dan Z A00 ze) = 0,(5 À,0,(a)) = 
d da J. 3 J J Kee 
Wegens det (a, ej z(a)) KO inplicecrt dit Ag = ……. =À =O, 


dl 
Opmerking: hen zelf het omgekeerde van (1). Merk op dat we 
tot nu toe niet gebruikt hebben dat bie | 
Ad (á1). Dyser, Vormen een groep, nel. G/x « Dus 
O0 =S Ors a n° 
1d ki, 


Froese) = det Hiei, 5) 


Bekijk de vecltern 8 


Dan is | 

fo, (a),es-,0,(a)) = det(og0,la)) 
Als we aantonen dat f #0, dan is er dus een a zodat 
det(o,04(a)) #0. Vervang in de matrix GEREDEN 403 X, door 1, 
Ka ree ern door 0. In iedere rij en in iedere kolom staat er 
dan precies één 1 en verder overal O, dus de determinant van 
deze matrix is £1, Dus f(1,0,...,0)= £1#0, derhalve f #0. 


Opgaven. | 
1. Zij K ern eindig lichaam, |Kkl=q. heKkl[X] definiëren we door 
n(X) =XÄ „Y. Laat zien dat h(x) =O voor alle xekK, 








2. Kals in de vorige opgave. Zij I={ fek[X] |£(x) =O voor 
alle xek }. | | 

(1) Laat zien det I een idexal is in K[X]. Dus IT is ecn 
hoofdideaal. - 

(äi) Bowijs dat I= (h) met n(X)=Xî xXx. 


de Zij K een lichaam met p elementen (p priem), L een kwadra- 
tische uitbreiding van K. L hecft dus p° elementen. Voor het 
bestaan ven zo'n L, zie $18 in dit dictaat. 

(i) Bewijs dat @: xexP cen K-autonorf isme van L is, 

(ii) Laat zien dat @ niet de ilentiteit is. 

(iii) Neem fEK[X4,Xal met f(Z4,Xa) =X4P == Xo. | E 
Bewijs dat f#0 en dat f(9x),x)=O voor alle Xel, Meere 
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dat 9 en de identiteit algebraïsch afhankelijk zijn over eel 


algebraïsche 
EenYuitbreiding L van een lichaam K heet een enkelvoudige 
(of monogene) uitbreiding als er een xel is zodat K(x) = Le 


x heet ecn primitief element van L Ie Ove se 


| optelling. otel [r:Kl<o, Eee . Lis ‘an en slechts dan 


een monogene- uitbreiding van K als er maar eindig veel tussen- 


/ 


(15,2) 


lichamen van Len K zijne m 

Bewijs. Stel L=K(x). Zij f de minimumveelterm van x over. Ke 

Is M een tussenlichaam van K en L, dan voegen we aan MM de minie 
mumveelterm g van x over Ml toe. g is een deler van f. Aangezien 
f meer eindig veel delers heeft is het voldoende aan te tonen 

dat M door g bepaald is. | | 
E(X) =agt AUX Heeet ax met a,eL. M! = Kla, sas pere) = Me, 

gE is irreducibel in M[X], dus ook in M'[X]. Omdat L= M(x) 
M'(x), is |L: M'|=ke Dus M=M', d.w.z. M is door g 
bepcald. Stel omgekeerd dat er maar eindig veel tussenlichamen 
van L en K zijne. L=Klajs--+42) met azel. Als we kunnen be- 
wijzen dat voor a,beL : Kla,b) =K(e) voor zekere c, dan volgt 
daaruit met inductie dat L te schrijven is als K(x). Bekijk 
dus Kla,b). Meem e()) = a+Xb ‚ AEK. Er zijn maar cindig veel 
lichamen tussen K en K(a,b). Aangezien |K|= ©, moeten er dus 

\ en bek zijn, \#u, zodat Kle(A))=Klelu)). 

e(N) =elu) = (X-u)b, dus bek(elN)). Maar dan ook 

a=e(A\) -Abek( e())). Dus Kle(\)) =K(a,b). 





Stelling. |K|l=e, |L:K|l<e , L separabel over K. Dan is 

L een enketvoudige vitbreiding van Ke | 
Bewijs. Zij M de normale afsluiting van L over K. M is ecn 
Galoisuitbreiding van K, Ms: K |< oo .‚ Er zijn dus maar eindig 
veel lichamen tussen M en K, dus zeker tussen L en K., Volgens 
de vorige stelling is L dus cen enkelvoudige uitbreiding van K. 


Opmerking. _ De stellingen(15.,1) en (15,2) gelden ook voor 


eindige.lichamen K zoals we later zullen ziene 


Opgaven. n 
1. _L=Q(V2,V3). 


(1) Bepaal 





(ii) Toon aan dat L een monogene uitbreiding is van 8. 
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mn 


(iii) Bepaal een x zodat L= DX). 

(iv) Hat is de rinimumveclterm f over Q van de Xx die U in (iii) 
gevonden hebt? Bepaal de andere wortels van f. 

(v) Bewijs dat L normaal is over %. | 

(vi) Bepaal de Galoisgroep van L over }. 

(vii) Bepaal de tussenlichamen van TL en Q. Welke daarvan zijn 
normaal over Q ? 


Onder een gerichte verzameling verstaan we een geordende verza= 
neling V met de wolgende eigenschap : voor elke a en B in V is 


er een YeV zodat y =d, > B, 


Zij Ì sin gerichte verzameling. Een projectief systeem 

(Xs "5 ) over I is een collectie verzamelingen Xs Wel, met 
afbecldingen ng :X a” Xe voor a> B, die aan de volgende cisen 
voldoen: | 


a 
(í) Ny = Is de identiteit op X,» voor alle gel; 


(ii) voora>=Bb> Yy is nee ne NE 

Een projectief systeem van groepen (G a TB ) is een projectief 
systeem, waarin de Ee groepen zijn en de Tg groepshomomorfis- 
men. Analoog bestaat een projectief systeem van topologische 
ruimten em ì n% B) uit topalogische ruimten X, en continue af= 
hanne ze, van topologische groepen pj ai pg) ult topologi= 
sche groepen Go en continue homomorfismen “g . 3 
Is J een A deelverzameling te I en Hete ) een projec- 
tief systeem over I, dan heet X ‚TB ) 3 l eind” uit de X, 

en de 18 met « en Bed , een Pe 8 van Xe TB )s dà haet 
cofinaal in IÏ, als er bij elke acl dn Be J kaanad met Bae 
Is J nhar erediaa I, dan heet ear ”g hd een cofinaal deelsysteem 
van (Xn ’ ië ) 

Zij CX ng: ) en projeetief systeem over I. De projectieve 
liniet lim lim (Xs ), of kortweg Jim Xs definiëren we door 


… “lim X ={(x oel ko |voor a > B is Tg Ko ghe 
Nt Zn * X, wordt gedefinieerd door 7 (Ge, )) = Xe 
Ga na, dat woor df ”6 o Tj = Tg 


7 
Is (Ges ”g ) een projectief systeem van groepen, dan kunnen 











bn ee ete eeen mee et eet ee Mein ee ON Leren ee 
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we G = lim G, als volgt van een groepsstructuur voorzien: 


re EN 


Benheidselenent is (e,), met e, 't eenheidselement van Ge 


a 
a ÎÍ _Î e 
eo) = (x, ). Ga na dat aan alle axioma's voor een groep vol- 


daan is. Met lim Go bedoelen we in dit geval altijd de aldus 


gedfimieerde groep. Ga na, dat de To hounonorfismen zijn in dit 
geval. | | 
Is Arg ) een projectief systeem van topologische ruimten, dan 
maken we van X, = lim Xe een topologische ruimte door de defini- 
tie: een basis van de opan verzamelingen in X, wordt gevormd door 
de verzamelingen Te MO ‚» Oy open in Xy, del, Ga zelf na dat 
dit een goede basis is, d.u.z. : X,, is vereniging van basis- 
verzamelingen; de doorsnede van twee basisverzamelingen is er 
weer Één. De Ny, Zijn continu. | 
De projectieve limiet van een systeem van topologische groepen is 
weer een topologische groep, zoals we inzien door de bovenstaan- 
de beschouwingen over groepen en topologische ruimten te combi- 
neren. | 
… bad ’ ° e it X % I 
We beschouwen nu ven projectief systeen ( 7 ) over I en een 
« 
cofinaal deelsysteem Kar B )j « We willen aantonen dat er 
een 1-1 afbeelding p van lim X, op lim X bestaat. Definieer 
Enne 0, de QX 
| IT | 

de afbeelding p door 

PCD ae 1) = (gag * 
Ga na dat p een afbeclding van lim X in lim X is. We defini- 

| ke U &— A 

sE J | 

eren nu een afbeelding b in omgekeerde richting op de volgende 
manier 4 

Edge © Galga 
waarin Jg gedefinieerd is door : 

x 

voor de) , A= LS = Na X, « 

| ‚ AB, Jg B *a 
Omdat J eofinaal is in I, is er minstens één zo'n ad, Ga zelf 
na dat voor a, B en dp B moet gelden : | 

EEE: 

BA B. Az 

Men verifieert zonder veel moeite dat Pob=l en bop e= « 
Dus @ heeft cen inverse, nel. b, en is derhalve 1-1 en op. 
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| 04 | 
Is Ks % ) een projectief systeen van groepen, topologische 
ruimten of topologische groepen, dan is dc boven gedefinieerde 


afbeelding p een isomorfisme, homeomorfisme resp. continu iso= 


morfisme. Ga dit zelf na! 


Opgave, 


de AE een groep, 1 de tervaneinë van alle normaaldelers 
van Ge | 
Voor H4 en Heel definieren we Us Hs als He Hs. Toon aan dat 
Ï een gerichte verzameling is. Voor Hel is Gr = G/H. Voor 
Hy Ho is nh het natuurlijke homomorfisme van G/H, op 

2 
G/H2 = G/H, Ai, za, ‚ Laat ziem dat we op deze wijze een projec- 
tief systeem hebben verkregen. 
Zij Goo = Jim Gy e Laat zien dat | é 
Ï 


o:8 > (ED er 
een homomorfisme is van G in cn Bewijs dat p een isomorfis- 
me Op 1D 


We bekijken nu een Galoisuitbreiding L van een lichaam K met 
L:Kl=e. Gr jk is dan een oneindige groep. 


„Zij [ de verzameling van alle tussenlichamen M van In en K met 


\M:K|< @, die een Galoisuitbreiding van K zijn. Voor dit 
laaste is voldoende dat M normaal is over Kk. IT wordt geordend 
door inclusie, d.w.z. voor M, Nel is M<N als MeN. I is een 
gericht systeem. Voor M,‚, Nel is n.l. MN een normale uitbreiding 
van K met |MN:K| <e, dus MNel en MN>M, >N, | 


Voor Mel definieren we Gy = M/K Voor MN nemen we voor ian 


de afbeelding die aan oe Gar je z'n restrictie tot N toevoegt. 


M 
Ga na dat Ty een homomorfisme van Gar op Gy iS, (Gys 7 ee Ne 


is een projectief systeem van topologische groepen, als we de 
eindige groepen Gur van de discrete topologie voorzien. We de= 
finiëren de topologische groep G, door G, = Lim Gr il 
We zullen ru eerst aantonen dep „ als das roep isomorf 


is met Go ° 
Definieer p door 


plo) = (older voor oet 


| 
- Sh - 


p is een homomorfisme van Gp in G,, ‚ We laten nu zien dat 
p zelfs een isomorfisme op ÌS, | 
(ii) ® is 1-1, Stel o#1 in Gijk * Dan is er cen xeL zodat 
o(x)#x « Neem voor M de normale afsluiting van K(x) in L, 
M#1 op M‚ dus plo) #1. - 

(ii) Pis op. Zij (oppert, « Definieer o als volgt: 





Dan is og 





Voor xeL nemen we voor M de normale afsluiting van K(x) in L. 
Dan is ox) = (xXx). Voor xek is dus o(x) =X. 
Zijn x en yel, dan is er een Nel met x,yeN. Omdat CO mer eG, 
is o(x) = on), o(y) = on) (waarom?) Dus 
o(x+y) = ox) +oly), Oxy) e= o(x)oly), dew.z. Gis een K-isomor- 
fisme van L in zichzelf. Omdat L normaal is over K, is og dus 





een K=automorfisme van L, deteZe Gel je ‚ Het is duidelijk 

| dat PCo) = CO er ‚ waarmee aangetoond is dat p op is. 

We identificeren verder Gr jr met GG via het boven gedefinieerde 
isomorfisme @., Dat wil dus zeggen dat: we de topologie van Geo 
Op Gr jk overbrengen door middel van pe Samengevat : 


Is L een Galoisuitbreiding van K met |L:K[ =e , dan definiëren 
we de Galoisgroep Gr yk van Lover K als de topologische groep 


lim Gare 9 als 1 het gerichte systeem is ven de normale uit= 
s-. M/K | 





breidingen M van K met [m:x| < eo, De elementen van Gr pe blij= 
ven we opvatten als K=automorfismen van Le | 

We willen nu de topologie van Gr jk = GG aan een nader onder- 
zoek onderwerpen. | 

GC, = HE Cyr 3 Ay * Ge Gor K is niets anders dan het res= 
trictiehomomorfisme oo |M. wen basis van de open verzamelin= 





gen in G wordt dus gevormd door de Tyr (0), OO open in Gr/k . 
Aangezien iedere deelverzameling van Grj/x open is, vormen de 
TE Mel, Te Gr een basis van de topologie in G « Dit 
zijn precies alle verzamelingen van het type 


OCH, P) = {sea |olm=eplM} , Mel, Pe Gr jg 


Laat nu Koeeeykns ViaeeesJj elementen zijn van be Bekijk de 


OCH see end Varen) stoel jk | 0 (RY: Ä=l,vee nde 


| 

| 

| 

| 

| 

| 

ä 

| 

" 

| verzame ling | ek 
| | 

| We ‘beweren dat Oy pee ess Yanee2I) open is, Is n.l. 
| 


OG eeens Yare") f Ú, dan is er een ge Gr jp zodat 
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(17.1) 


gedefinieerd door 


— B5 = 


PG) =7j, i=lgeeer,ne Zij M de normale afsluiting van 
KG eee 4x) in Le De restrictie van p tot Kr sees) kan op 
eindig veel manieren voortgezet worden tot een K=isomorfisme 
van M in L, zeg tot Pi! ee s,PL « “ Iedore Pi is voort te zetten 
tot een K-automorf isme Pp; van L, Dan is | 


Ed 


Ox, geee keert Ji 9e ec In) = O(M, Rr e e VOCM, Pa) _ 


Zij anderzijds Mel. Neem een K-basis X,,e..,K, van M., Dan is 
O(M, p) = O(x4 AE hink; ACSPEEIEE TC HDE N 


Men gaat gemakkelijk na dat de Or ses sor 5 Fires) een basis 


van de open verzamelingen in Gij vormen. Daarmee hebben we 
een beschrijving van de topologie in Gj die de projectieve 
limiet en de normale tussenlichamen M met |M: K| <e niet nodig 
heeft, 


We beschouwen nu een willekeurig tussenlichaam M van K en L, 

Gr Ant is een ondergroep van Gr jr ‚ We beweren dat Gr mw gesloten 
is. i 8 7 
Stel n.l. Oe Gr js 0 € Gr ‚ Dan is er een xeM zodat o(x) #x. - 
Os o(x)) is dan een omgeving van JO met Ox; 9(X)) AG =D : 
Bij de formulering van een hoofdstelling van de Galoistheorie 
voor 't geval IL :xl = 60 zullen we dus met gesloten ondergroe= 
pen van G moeten werken, 


Met G of Erk noteren we de tralie van de gesloten ondergroepen 


van Gr je ‚ Seordend door inclusie, met L/K de tralie van de 
tussenlichamen M van L en K, @Vveneena geordend door inclusie, 
Dan geldt: 


Hoofdstelling van de Galoistheorie 





een Galoisuitbreiding van K‚ |L:KEl=e , De afbeeldingen 


5: LK > Gre 
gedefinieerd door 
SM) = Gr zu : 


en 


is Gr/k > L4K 


i(H) = Inv(H) 
zijn amti-isomorfismen op, en wel elkuars inverse, 


ede nne 


ve EEN A DE AEN OE AA Ut MM OSR NT 


ne neen en nd enen dn ee ne anne ost Betten en 


-_ 56 E 


Bewijs, ieog=1- volgt weer uit (10,4)(ii) , net als in het be- 
wijs van (13,1). Ee | 


Zij omgekeerd H een gesloten ondergroep van Grjk * Boi(H) 2H 


is duidelijk. Stel cegoi(H). We kurmen volstaan met aan te 
tonen dat iedere basisongeving Oxi yee-3X5 O(H1) e+ 04 0K)) 

van O een element van H bevat. Immers, dan is 0 verdichtingspunt 
van H‚, dus del wegens de geslotenheid van fl. 


Beschouw Or oee sE Oi) geer, OCH). _ Vorm de normale af= 


sluiting N in L van MCs sees sE, ) over M. IN:Ml<e , N is een 


Galoisuitbreiding van M,. Bekijk de groep Hte{tin | Ten} Ee 

Het is duidelijk dat H! SC want M= Inv(H). Uit W= Inv(H) 

volgt anderzijds dat M het invatiantielichaam in N van H' is, 
TITt … | 3 je rn VAA - 

dus moet H = Cy Ta Nu is Oe DN Omdat N normaal is over 

M, is G(N) =N,. € Gran = ‚ dus er is een TeH met - 

TIN= oln, ate TeO0(N, ee nd AED ETTEN HDE 

Daarmee is aangetoond dat gei =1., De rest van het bewijs 

loopt net als bij (13.1) en wordt derhalve aan de lezer overge=- 

laten. 





We besluiten deze paragraaf met op te merken dat de Galoisthe- 
orde van eindig dimensionale ‘Galoisuitbreidingen in feite ook 
onder bovenstaande theorie valt. De topologie van de Galois= 
groep is in dat geval n.l. de discrete topologie, dus iedere 
ondergroep van de Galoisgroep is gesloten (en open). 


Opgaven. 
de Zij Lb een Galoisuitbreiding van K, G de topologische 
Galoisgroep van L over K. UE: 
Zij voor Xe lb, Mas de verzameling van geconjugeerden van Xx in Le 
We voorzien We van de discrete topologie; aangezien Lon eindig 
LS, 18 Len compact. 
Zij V= Ì V_ voorzien van de Tychonow-topologie, V is dus 
€ 5 
compact tB1gens de stelling van Tychonow, 
Definieer 0 :G > V door 
N\ 
or zz & Ne hi 
og) Clan, 


Benijs achtereenvolgens : 


(ii) wis 1-1 , - 


(ii) wis een homeomorfisme van G op @(G), opgevat als topo= 
Logische deelruimte van V. | 


OEE EME OER VE EER TE B TN v 


A an 


(iii) @(G) is gesloten in V. 
(iv) G is compact. 


@. Zij-L een Gäloieuisbreiding. vaa K, |L: Kl = ©. Ve vEllen aanato 
nen dat de Galoisgroep Gr jk minstens de mactrtigheid van het conm= 
tinuum heeft (zie cok de opmerking aan 't eind van het bewijs 
van (12,3) » OO 

(i) Bewijs dat er een rij tussenlichamen van K en L bestaat: 

K= Es =k{e Ka En Ke Ki 44 zes. met de volgende eigenschap= 
pen: K FK 


CT ie pe c | e 
Ee K normaal over K, [K‚ Kl < > ‚ voor alle n 
Noem |K, :Kal =r, (Ars m1) 4 M= UK, 


n° 


(ii) Last zien dat M een Galoisuitbreiding is van K. 
En paie de | | 
De elementen van G.. IR worden nu op een willekeurige manier ge= 
| jd 
nummerd $ 1,2seess@ > De voortzeutingen tot Ko van het element 
van Gr, /K met nummer a, duiden we aan met a,Î, aydyesesA4 ge 
Zo gaan we met de inductie verder : heeft og eG JE het nummer 
rn | 
RE dan, krijgen aijn voortzettingen tot Ko (in wille- 
keurige volgorde) de 'numrers' AyAzersA, Îo Ay Az «+4, dame 


3 


es df Agve, E44 


p definiëren we nu als volgt: 
Is TeGjk ‚ dan plo) = Aars eeeeg waarbij deze oneindisc 
rij natuurlijke getallen gedefinieerd is door 

A e++A, = rangnummer van 0E, ° 
(iv) Bewijs dat p een 1=1 afbeelding op is van G op de onein- 
dige rijtjes natuurlijke getallen : | | 


J 0 o 8 > 


& 31 8 © NE | EL 
oke Ten: mel 


met | 1 za : 


< T voor alle nn. 
n= n 


(v) Bewijs dat G de machtigbeid van hetcontinuum heeft. 


M/K 
Met (iii) samen geeft dit het aangekondigde resultaat over Gr gp - 


3, ;Zij-L een Galoiswitbreiding van K met | L:E}-»,H cen willo- 
keurige ondergroep var de Galoisgroep Gi jk ‚ M het invariantie= 
lichaâm van H. Bewijs : de Galoisgroep Gr pat ‚ opgevat als on- 
dergroep van Gr /k ‚ ís de afsluiting van H in de topologie van 


Sk 


Edd 
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(18.1) 


Toon aan dat de door o voortgebrachte ondergroep van Ge 


a B 


We Zij W-'t lichaam met p clemonten, PE at n u algebraïsche afslui- 


ting. OC is het Ë_ „automorfisme van FE, ne gx)=xP , Bewijs 


dat do oneindige orde heeft in G ‚ [Opmerking : algemeen 

pp 
geldt zelfs voor eindige lichamen K dat ieder clement fT van 
G… oneindige orde heeft! We komen hier later op terug. ] 


K/K 


E 
pF) 


niet gesloten is. [Aanwijzing : bepaal het invariantielichaamn 


van 0; gebruik opgaven 2 en 5. 


5. Zij n een vast natuurlijk getal, K een lichaam van karakterds- 
tiek O, dat alle n-de eenheidswortels bevat, 
Le K(T,,T2,ee os geee ) ‚ waarin T, „Tages eol, 
stel algebraïsch onafhankelijke elementen zijne , 


L, _ KY m. V wdd. Vn, Ein, Iso seer ) voor 


een ° ae Ls, . 


“.. een(oneindig) 


Bewijs : 

(i) |L, : Lal 

(ii) M is normaal en separabel over L. 

(iii) Als GeGij/r, ‚ dan of =Î. [Aanwijzing : bekijk de werking 


van O0 op iedere re afzonderlijk. J 


men vn nn ne omen en nn en 
ep ven ven ter ee ED ne mre GD er ee fe 


Hoofdstuk IV, _ Toepassingen van de Galoïistheorie. 


Eindige Lichamen. 


Een vinde XxX vam een _lichaan K heet een n-de eenheidswortel, 
als xÌ = 1. 
In het lichaam van de complexe getallen bijvoorbeeld zijn de 
n-de eenheidswortels de getallen 

nik 


se A k=0,1,es eeen « Deze vormen een cyclische groep 


van orde n. Algemeen geldt iets dergelijks, zoals we zullen 
laten zien. | | 


Hulpstelling. Zij G cen eindige commutatieve roep. Heeft: 
geG de orde Tr, heG de orde s, dan is er een element in G met 
orde =kgvlr,s). 

Bewijs. (a) Stel eerst ggd(r,s)=1. Dan is kgv(r,s) = rs. 


(18,2) 


(18.3) 


(18,4) 


Duidelijk is dat (gh)F°=1. Stel ongekeerd (eh) =1, dan 


kk „KS 


g°h=1, dus 1egnkS ES 


h 5°* Dus r deelt ks, dus k. Evenzo 


is s een deler van k, dus ook rs. Dus de orde van ch is rs. 


(b) Heeft xeG de orde r eu Ls ale, dan heeft xÌ de orde d, 


(e) Aij algemeen r= Up; d en s= Ep Bj ‚. Dan is 


i 


kev(r,s) = Ip‚t: met Yi = max(t, ‚B, ) . Uit (b) volgt hat be- 


staan van een elenent met orde pat want Ds a deelt r of s, 


Daar dit voor iedere i zo is, volgt uit (a) het bestaan van een 


Y 


element met orde Up; ì 


| * 
Stelling. Zij KX de vermenigvuldigingsgroep van een cornuta 


tief lichaan K, Dan ks iedere eindige ondergroep G van K 
cyelisch. | | 


Bewijs. Stel |G|=n. Zij g een element net naxinale orde r 


in G; dus fr <n. Is heG, orde h=s, dan is er volgens (18,1) 
een element van G met orde =kgv(r,s); ondat r maximaal was, 
volgt hieruit s|r. Dus hf =1. Dus iedere heG is vortel van 
het polynoom XF …1 in K. Dus nsre Bij elkaar geeft dit r=n, 
deweZe GG brengt de hele sroep G voort. 


otelling. De n-de eenheidswortels in een lichaam K vormen een | 
eyeláiseche ondergroep van Eet orde die n deelt. 

Bewijs. Uit x'=y"=1 volgt Gy)Pexbpten , aje en, 

Dus vormen de n-de eenheidswortels een groep, die volsens (18.2) 
eyelisch is. Is z een voortbrengende van deze groep, dan Zed, 
dus |e |= orde zZz is een deler van n. 


We kunnen nu de structuur var eindige lichamen bepalen. 


Stelling.(i) Is K een eindig lichaam, danl Kl =p" , waarin 
p=kar(K). | 

(ii) Is p een priemgetal en n een natuurlijk getal, dan is er 
op isomorfie na precies één lichaam K net |K EE à 


=P ps 
Notatie : F, ‚ waarin a=p"…. 
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_(dii) P_ bestaat uit ern voiledig stel wortels van Xi xXx 


er, (Al 


(iv) De elementen #0 van F, vormen een cyclische groep van . 


orde q=1, d.w.z. van alle (q-1)-ste eenheidswortels in EF, î 


Bewijs. (i) Omdat K eindig is, is kar(K) =p#0. K bevat het 


prienlichaan EF, 2 Z/(p). K is een lineaire ruinte over EF, 


van eindige dimensie, zeg n. Zij Xys*:«sX, een E, „basis van K, 


Ï 


dan is ieder element van K op precies één manier te schrijven 


ale: Batestassth „An Es sE: Voor Ladeze E‚ hebben we p keuze- 
nogelijkheden, dus in en zijn er pr elementen. 

(ii) en (iii). Stel q=p" en zij K een lichaan met |El=q. 
Kar(K) is een deler van q, dus kar(K) =p. K bevat dus het 
prienlichaan FP, = U/(p). K“ is een groep met orde q=1, dus 


voor xek” geldt xa1 =1, Voor elke xek geldt dus EE deWeZe 


K is splijtlichaam van xa „KEE, [X]J, dus op isonorfie na een-= 
duidig bepaald. Or: de existentie van een lichaam met q elenen- 
ten aan te tonen nenen we het polynoon xÌ „xer [XJ]. hij K 
sen splijtlichaan van dit en Zijn X, en Xo€K wortels 
van XÎ „Kk , dan is 


Gastro) end + Kd =H +2 9 


want kar(K) =p en q = D 


(=z,d° = xe = XX 


dze 
Ki Ki = Kyo ee. 


: Ie 


u 


(xxa)S 
—_Í wee ee 1 
DS == IT! ex 


De wortels van XÌ …„X in K vormen dus een deellichaan L van K. 
Ondat K als splijtlichaan minimaal is, is K=b. Voor LCD =d. X 
is Df(X)=-1, dus (f‚,Df) =1, d.w.z. f heeft q verschillende 
wortels. Derhalve is |Kl =q. 


(dv) De elementen van B, zijn de q=1 verschillende wortels 


van X4"'_ 1 in F dus vormen volgens stelling (18.5) een cy- 


q ’ 
clische groep. 
Stelling. Jedere algebraïsche uitbreiding van eindige graad 
van een eindig lichaan is een Galoisuitbreiding, De Galois- 


groep is cyclische 


… 
ij 
H 
4 
È 
ij 
Li 
1 
' 
j 
te 
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Bewijs. Beschouw het cindige lichaam F, en een uitbreiding 
L van FE, met 1: FE, l=n. Dan is |l =q" ‚ dus L=EF ° 
q 
| | | no 
L is een splijtlichaa: over F, van de veelterm xd _x , dus 
iS normaal en hd Galois sgroep Gj heeft orde n, Het 
q. 


is dus voldoende aan te tonen dat er een F_ =autonorfisme van 
L bestaat net orde n. Beschouw o met o(x)=xS , Voor xe, is 


o(x)exi=r. Wegens (xy tx) d = Xr 4XÂ en Gezo) Sd =xd xe 
is Jd een homomorfisme, dus ook een isomorfisme, omdat L een 
lichaan is, Omdat L eindige orde heeft, is og ook op. Dus is 


o een F, -automorfisne van Le | _ 


tel of = 4 voor een natuurlijk getal k., Dan is voor alle xeL, 
ke s 


cE(x) ex, AeWeZe xd XxX ‚ dus alle x van L zijn wortel 
k 


n k 

van XÌ - X. Dus XÌ _xlxT …_x, aus ken. Omdat ander- 

zijds de orde van ox |G Gijp |= 2, een we dat de orde van o 
a 


precies n is, 


We kunnen nu de stellingen (15.1) en (15.2) over enkelvoudige 
uitbreidingen ook bewijzen voor eindige lichamen, 


Stelling. (15.1) en (15.2) gelden ook zonder de aannane dat 
|K] = | 

Bewijs. We gebruiken dezelfde notaties als in (15.1) en (15.2) - 
We weten al dat L separabel is over K als [x|< co 

Neem een voortbrengende & van de eyelische groep Ee Dan is 
L=K(6), dus nonogeen. Verder is L een Galoisuitbreiding van K 
voor eindige K, dus hebben K en L maar eindig veel tussenli- 
chamen. | 


We willen nu de stelling van de normale basis, (5), ook voor 
eindige lichanen bewijzen. 


btelling. Is K een eindig lichaam, L een algebraïsche uitbrei= 
ding van K (dus een Galoisuitbreiding) net |L:K| =n , dan 
heeft L een nornale basis over K. | 

Bewijs. Deze stelling volgt uit (18,5) en de nu volgende stel- 
ling, (18.8). | 


(18.8) 
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Stelling. Is K een willekeurig commutatief lichaam, L een 


_Galoisuitbreiding van K van eindige graad, zodat de Galoisgroep 


Gr pe eyelisch is, dan heeft L een normale basis over K. 


Bewijs. Laat o een voortb: engende zijn va Gr je . 


Beschouw het ideaal I in K[XJ van de polynomen f zodat f(o) = O0, 
deweze Ê(o)(x) =O voor alle xel. Oindat dee) Bea. lineair 


onafhankelijk zijn over L volgens de stelling van Dedekind, 
volgt uit f(o) =O, f#Q:gr(f) =n. Anderzijds is of = 1, dus 
voor £(X)=X" A is f(o)=0. Dus I is het hoofdideaal (XP …1). 
Voor xel beschouwen we het ideaal (gek[X] | g(o)(x) =O} . Dit 
is een hoofdideaal, zeg (Ee) Uiteraard is 80 | Er … : 


_ Kunnemr we een x vinden met 8D = ak _}), aek * ‚ dan zijn we 


klaar. Immers, dan zijn x, o(x), o°(x),...,0f"'(x) K-lineair 
onafhankelijk, dus vormen een nornale basis, 
Derhalve zoeken we een x met EC) =X -Á, 

Neem een basis ej seres@n VAN L over Ke. Stel g = B. 


B=kevig, ,e 585, } Omdat g, |X“ 1 voor alle i, is EIK sel 4 
Anderzijds is goe, =0 voor alle i, dus g(o)x=0O voor alle Xx, 
dus ZÌ ile. We mogen dus aannemen dat e(X) = E _], 

Noei: de verschillende irreducibele factoren van XÌ —1 in K[X]: 
Pis eesP, Dus 


tis n 
xe -1 =p (X) eee o PX) 7, 


k, ki, r 


- df 
Dan is B, =p; (X) vevee PC) E 


Voor alle j is nax k. ny ‚ Dus bij elke j is er een í 
| i 


Ls Ĳ 


zodat k, et la 


3,” J 
Te | Dn, 
Stel Helps Se de Dad Bt 4 
RLOk Jr CP: B, hr Dan is Sy; P 


Neem nu Kei teeet, © Noen (5, Do Ee, En: F0) « =Â, Dan is 
Ax= ÂY3 = e= A7 „=O, dus ook Ay, =O, dus 

1 en D, ú n, 
Ps Br Pa ee Pr 9 dus ook Ps; |e, e 


B | Te 
övenzo ziet men ín dat Ps ai 8, Voor alle ji. Dus bo =| | B, * 


‘ 








19e 


_(íi) door stelling (8,9) te gebruiken. 


— 63 — 


Anderzijds Ex Pen 1, dus op een factor uit K“ na is Ee _ XÌ =|, 
wacrnee het bewijs voltooid is. 


ke 


Opgaven. | 
1. Bewijs dat ieder eindig lichaam K perfect is op de volgen-. 
de twee manieren: 


(i) door de afbeelding xe xP (p=kar(k)) te beschouwen; 


2. Zij K een eindig lichaam, L een uitbreiding van K met 


\L:xl=n. Bewijs, dat er een 1-1 correspondentie is tussen de 


tussenlichamen van K en L en de delers van n, en wel op twee 


_mwanieren: 


(i) met behulp van de hoofdstelling van de Galoistheorie; 
(ii) gebruik makend van (4.1)(iii) en (18.4) (iii). 


3. Bewijs dat de tralie van lichamen M tussen EF en z'n al= 
gebraïsche afsluiting E‚ met Im: F |< n geordend door inclu- 
sie, isomorf is met de tralie van de natuurlijke getallen, ge- 
ordend door de relatie : dx<n dan en slechts dan als d | n. 


U, Beschouv een automorfisme o van het lichaam EF, ' q= pe ° 


o is van de gedvante x= xP ‚ osf=<d. Beschouw de uitbreiding 


For van EF, ë 


(ä) Bewijs dat de mogelijke voortzettingen van o tot een auto= 
morfisme van Fr van de gedaante 


f+kd 
Opi ,Osk<r 4 


zijne | 

(ii) Bewijs dat o de orde d/ggd(f, 4) en o, de orde 
n/sgä(f+kd,n) heeft, waarin n = rd. 

(iii) Laat zien dat r>1 zo gekozen kan worden Aat geldt : 

voor alle k is de orde van 0, = re(orde van Oo). 


5. Bewijs net behulp van de vorige opgave : Is K een eindig li- 
chaam met algebraïsche afsluiting R ‚ dan heeft iedere element 
# 1 van de Galoisgroep Gr je 


Eid 


oneindige orde. 


Cirkeldeling. 
Voor we òns gaan bezighouden me t de n-de cenheidswortels over 


de rationale getallen, leiden we eerst enige hulpresultaten af. 
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De functie van Mobius pu op de natuurlijke getallen is gedefi- 
nieerd door | en 
HCI) = 1 

H(n) =O als n deelbaar is door een kwadraat, | 
k(n)= (+1) als n product is van de verschillende priemgetallen 
Pi sPasyesesD, « | | ‘ 

Ga na dat H multiplicatief is in de zin dat u(mn) = u(m)u(n) 


voor ggd(m,n) = 1. 


Hulpstelling. Zij G een (additief geschreven) commutatieve 
groep, f ecn afbeelding van de natuurlijke getallen Nin G. 
5: Ne G zij gedefinieerd door 


g(n) = : FA): 
dln 
Dan is 


f(n)= E 5(d). 
(n) RS. (a) 


(Omkeerformule van Mobius) 


Bewijs. We bewijzen eerst een speciaal geval, nl. met G= Z, 

de optelgroep van de gehele getallen, f(1)=1, f(n) =O voor n>1. 
Dan is dus gn) =1 voor alle n. De bewering luidt in dit geval 
dus | 


H(A) = 4 bei 7 LED =O voor n>=1, 
d |In | 


Het laatste is equivalent met 
xr U(d)=0 voor n=1, 
al n 


aChTLJË n= DPiP2ereP,s Pi priem (niet noddzakelijk verschillend). 
We passen inductie naar r toe. 


rel: 5 H(d)=u(Tu(p;)=1-1e=0, 


dp, 
r-Î Sr: Er uH(ä)e F7 | L(4E p(dp) = 
| dln. dlpy-- ep, __d Pi * Pos 
= 0+0=0, 


Het algemene geval bewijzen we nu als volgt. 


xú el 
k d) = © 5 | 
dn ) ne ela f(e) 


==, ( E 
eln elan 


L(&) ) fle) 


= f(n) ; 


en ee 
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want EX He) = X ED = als eÉn, 1 als e=n, 
eläjn Ed En | 


0 IB 


De functie van Euler p op dc natuurlijke getallen is gedefini- 
eerd door 





Pl e A, | 
voor n=1 is p(n) = aantal natuurlijke metallen 
as<n met (a,n)=1. 


gulpstelling. Voor de functie van Euler p geldt 
) E pld en. 
a|n 


(Li) olm) E Da. 
dn 


(iii) omen I (- 5) 

p|n,‚p priem | 
Bewijs2)Voor dn is (i,n) =d € d|i, Ge, r) = 1. 
Het aantal i<n net (i,n) =d is dus precies gelijk aan PD) - 
Voor iedere ixn is er precies één dln met ú ‚n) =d, 


Dus n= E PD) = E @(d) 
d [n a|n 


(ii) volgt uit (á) door toepassing van de onkeerfornule van 


_ Mobius. 


(iii) Stel Pi sPasrsesP, Zijn de verschillende priemfactoren 
die in n voorkonen. Uit (ii) volgt dat 


E 
(ps, ") x 
2 H(Ps eee eD 
=O of 1 EL p Es, p Er 
| ee T 


(an) 





E , 
k 


, , 
ss 4 _ eee ne e 
ete Denn AE 


We beschouwen nu de n-de eenheidswortels over een lichaan K, 
dew.z. de wortels over K van de veelterm XP, Zoals we gezien 
hebben vormen die een cyclische groep. Er zijn precies n ver= 
schillende eenheidswortels in de algebraïsche afsluiting K dan 
en slechts dam als XÌ…1 separabel is, dus als kar(K) =O of niet 
deelbaar op n. Een voortbrengende van de cyclische rroep van 
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lichaam van de rationale 
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n-de eenheidswortels noemen we in dat geval een primitieve n-de 


eenheidswortel. Dus CG is een primitieve n=de eenheidswortel 
als GPe1, G°#1 voor 1sk<n. De andere n=de eenheidswortels 


. 2 ä n= 1 . id « . | 
zijn dan G ‚6 s.eesb © 1e Primitieve ecnheidswortels zijn de 


CR met 1<k<n, (k‚n)=1. Er zijn dus @(n) primitieve n-de 
eenheidswortels, waarin p de functie van Euler is, 


We houden ons n& verder bezig met de eenheidswortels over het 


sctallen &, Zij L een primitieve n-de 





eenheidswortel over @, Dan is 


n= 
ate E (Kets). 


We vormen de n-de cirkeldelingsveelterm E 2 


X)e II X =— Ä ° 
® (Xx) Ren ( 6) 


a heeft dus als wortels de primitieve n-de eenheidswortels. 


Stelling. (i) XX A= RS DX). 


ne), 


(ái) ® We HÉ 1) 
a|n 
Bewijs. (1) Zij zi zn. 
de (ijn) @ &,D=1, aln,ali 
«> dln, on is cen primitieve Ei „=de eenheidswortel 
ED a In, tÌ is een wortel van We (X) N 


d 


Dus is 


Û 

es, 
an. 
PS 


Hf 


He 
u 
a 


_ 


n 
ed 


5 (X) 
a 


mn 


als 


dn s 
(ii) Neem voor G de (multiplicatief geschreven) conmutatieve 
groep K(x) « Uit (á) en de onkeerformule van Mobius volgt 
direct het gestelde, | 
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Stelling.(i) De veeltermen hebben gehele rationale coëeffi- 
ciënten,. | 
(ii) Iedere © is irreducibel in Q[X]. 


Bewijs. (i) Uit 
XA =5(X). TI 5. (X) 
ae d|n,dgn d | 
„volgt met volledige inductie naar n dat de coëfficiënten van 
En hinne: zijn. De | 
_Á 
= (n‚) 5” a MEN , 


waarin ©* a een veelterm net gehele coëfficiënten is met in= 
houd 1%, deweze. dat de coëfficiënten ggd 1 hebben (zie het be= 
wijs van (2,5)). Dan is dus 


II D aje He (x 
CE PO De 0D 


ed 


Het linkerlid heeft inhoud II n,, het rechterlid inhoud 4, 


Dus moeten alle nj = 4 zijn à £ 


(ii) Zij 6 een primitieve n-de eenheidswortel, f de minimum 
veelterm van G&G over &. Dus EN , Is p priem met (psn)=1 , 
dan is EP ook een primitieve boonuikeweber. Zij 8 de heks 
veelterm van GP over Q. We beweren dat g= =f(op een factor na). 
Stel dit was niet het geval. We mogen aannemen dat f en g ge= 
hele coëfficiënten hebben en beide inhoud 1. f en S zijn irre- 
ducibel, dus (f‚g)=1. f en sa delen ©, , dus ook XP …4, Dus 


XE A= f(DEHAEK). 
Omdat f en & inhoud 1 hebben, heeft h gehele coëfficiënten. 
f(E) =O en e(EF) = O, dus C is een wortel van 


EXP), dus £(K) |EXP). Ster 


EXP) = f(X) (XK) , 
dan heeft k ook gehele coEfficiënten. 
Is LK) = ar toet a, +aeZlX) , 
dan verstaan we onder Le, LX] de veelterm 


LX) == ax” Tee e+ a, X+a | 
net a; = on mod p, als we F, met Z/(p) identificeren. 
In P(X) is g(XP) =- (&(E))P , aus 

(BDP = FCX) KX). 
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f en g hebben dus een gemeenschappelâjke wortel. 
Wegens (p‚n)=1 is XP 1 separabel over 
EF: In FE, [X] is 

„1 = E(X) E(X) h 0) ’ 


dus f en E mogen geen gemeenschappelijke wortels hebben, Te- 


_genspraak! 
„Daarmee is aangetoond : heeft de primitieve nen eenheidswortel 


C minimumveelterm f en is p priem met (p‚n) = 1, dan is GP ook 
een wortel van f. Met inductie volgt hieruit dat GP: Pe «e «Pk 
met Ps prien, (pssn) = 1, een wortel van £ is, dus alle LÌ net 
(m,n) =1 zijn wortels van f. Dus DIE. Daaruit volgt dat 


on minimumpolynoom van 5 is, dus Ärreducibel. 


Is n geheel, dan noemen we de vermenigvuldigingsgroep van de in= 


verteerbare elementen van Z/(n) de restklassengroep moâ n. 
Notatie : (Z/(n)) Deze groep bestaat uit de elementen 

i mod n met 1<is<n,(i,n)=1. Hij is abels, maar niet nood- 
zakelijk cyclisch. | 


Stelling. Zij G een prinitieve n-de Eee over @, 
Dan geldt : 

(i) QE) is een Galoisuitbreiding van @, | QC) : QDl-p(n). 

(ii) De Galoisgroep van %(5) over Q is isomorf net (Z/ a) 


Bewijs. (î) De ninimumveelterm van 6 over 8 is 5, » dus 


|ACE) : 2 |= er(D, )=p(n). Alle primitieve n-de eenheidswortels 
zijn machten van 'E, dus liggen in Q(5). Dus Q(6) is splijt- 
lichaam van NE derhalve normaal. Wegens kar(4) =O is de uit- 
breiding ook etende: | | 
(ii) Zij G de Galoisgroep van %(&) over %. Voor ceG is 
Bere 2) met (a(o),n)=1, want co voert een primitieve een= 
heidswortel in een primitieve eenheidswortel over. 
A 30 (0) mod n 

is een homonorfisne van G op CZ/(a)) : | 
Maar JG|=lQ(E) : 4 |= p(n) = CZ/(a))| ‚ dus a is een isonor= 
fisne. | | ‚ | 
UE) als in (19,5) noemen we een cirkeldelingslichaan. We wil 
len nu het geval n=p, Pp priemgetal #2, aan een nader onderzoek 
onderwerpen. Uit (19.3) (ii) volet 

DU) = (X- DEP) «PT 4 EPL s te Ee 4; 


dan is okt) =G, : 1 Gs 


We beweren dat &, ‚„Cyser«, „> Lineair onafhankelijk zijn over 


RAR je VAT OE IT ee en en TT AE pen WT Ee ka ir an btn Mads: nn > MEER, OTE a OEE BE 8 hd 3 Ee 4 
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Zij & een primitieve p-de eenheidswortel, G de Galoisgroep van 


a CE) over Q&. G is isonorf net PF ‚ dus is eyclisch van de 


orde p=-1. Zij Jeen voortbrengend element, van Ge. og (Ô = =E %, 
1<a<p, 4d modp,; voortbrengende van FE 


Pp 
6 =b4 3 1=0,1 eve pel 


za ? coëfficiënten nod p=Î. 


@&, dus een normale basis van QT) over Q vormen. 
Stel ne le 


ag C5+ as an Lee e+ Anzbp-2 == ®, | | 
ES 
net rationale As* @« mod p is een voortbrengende van PF 


| | 2 2 ken % 
dus 1,«,a EE ‚ar nod p zijn alle elenenten van F_ … 
Daaruit volgt dat Lo Eras ee slee oa een permutatie van 


an A a | vorgen. Dus & voldoet aan &en vergelijking 


del 
Ka Tol) c 
Delen door 6 levert 
P 
de aa) ECT a 


Dit is een vergelijking in 6 van de graad p=d, dus van lagere 
graad dan ® , het minimumpolynoon ven C… 


Daaruit volgt dat alle KIC ek. dete Ze Age =O, 
ledere xeQ (6) kunnen we op één manier schrijven 
als 
X= Nd Fee e+ er A; €Q . 
Dan is 
5 a) - Nolet Arbor Heeet kl 0-21 E 


coeffieiënten mod. p= : 
G= <0) , dus de ondergroepen van fsi zijn éo° > ‚ met ef = pel, 
En invariantenlichaam K, van <o° > bestaat uit de x met 
o°(x) ax. 


X% = Ao Go +e ee + \p-2bp=2 


e 
| le) CH) = Aob tee et en 
Dus moct 


Se en A enddoat : 1=0,1, se „en ge 
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Dan is x een lineaire combinatie van de elenerten 


4 | Ny =bg+ PE +. eet Ee (E-Deri E 1=0,1,.. „e-1 3 


Aen, Ze En EE Ee j vormen een Q-basis van het invabianten- 
liehaan K van <o°>)  Icdere Ns; is invariant onder 


10° 02e. o2-De 


) en onder geen enkele andere nacht van o 


Dus is Ledere n, al een voortbrengende van K over &: Kk Ans). 


aerden veen Ben tn mett ave ein meeten ade en rme eee en eere ee 


Voor bijv. p=17 is |@C):Ql= 16. Er zijn dus tussenlicha: 
men K,‚K, en Kp (afgezien van Q en @(C) zelf). 

De Galoisgroep G van Q(6) over Q is ve net F47 … Een 

| woortbrengende van G is 7 net 0(E) =E°,(a,17) =1, « mod 17 
voortbrengende van Pig: We kunnen ae 5 nemen; nod 17 is nel. 


31, 3'25, 329, 3210, 313, 3°25, 3°=15, Bet, 32-16, 
3 ilk, ed 28,3! 7, 3E A, z/3 zi, z' Ds i 

Voor e=è, f=8 krijgen we: 

wete bant WEES at ae 

ni, =Cytbgteeet Ge = ERE Cts een ct ac NE 

We willen no en n, uitrekenen. 


ler Mis & De Cwaaron?) 
i= 





Uit bovenstaande uitdrukkingen voor no en n, Leidt nen afs 
Nos = HlNotn) = A. 

Dus no en n aijn de wortels van 
bat 4e =0, 


dus No $ Ns ne 2 Vv 17 
Dus Ky= QV 17). 
Voor hak. fel krijgen wc als basis over 8: 


En” Cot bt Ggt Cs Ri ven EE 

bek etat 

TR ie Sl Sd 

Bee 

Hieruit volgt EotEa= Nos E41 +E3= Ms EoEo shot e= 1 , EEzem 1. 


Dus Boen E, zijn de wortels van t“- not — 1=0, Ee, en 5 van 
t° ze ee. 1=0 . Daarmee is K, bepaalâ. 





neen mee Peten en es en ee ae reke ie en te eg en en arn en ete ee 


20. 


(20,1) 


dus 


Dn = 


Voor e=8, f =2, rekenen we alleen de basiselementen p, en py, 
uit : 4 
| Po = 6 + 5 
| Dy En gr ê 
Dan is Po + Py Eis PoPy = &4° Dus zijn po en p, de wortels 
van t° - Gob Sr e0: | | 
CL voldoet aan de vergelijking 

Geba 


n 


Bn Pol +1= 0. | 

C kan dus berekend worden door successive oplossing van een 
serie vierkantsvergelijkingen. Op de meetkundige betekenis 
hiervan komen we in $ 22 terug. | 


Opgaven. | R 
1. Bewijs net behulp van (19,3)(á) achtereenvolgens: 
(1) PolX)e=+1 3 

(ii) DH + A41 3 

(iii) DW) +1 3 

(iv) Dh Dekt 5 

Ge © ete 


2. Veronderstel n oneven. Zij & een primitieve n-de eenheids- 
wortel, e een primitieve 2n-de eenheidswortel over @. Laat 


zien dat (LC) = Q(e). 


je Bepaal de deellichamen van het eirkeldelingslichaam dat de 
D=de eenheidswortels van 2 bevat. 


Cyclische uitbreidingen. | 
Een Galoisuitbreiding L van K heet eyclisch als de Galoisgroep | 
van L over K cyclisch is. 


Stelling. K een lichaam, n een natuurlijk getal, kar(K)=0 of 
kar(K) =p, p{'n. Veronderstel dat K de n-de eenheidswortels 

over K bevat. Dan gelât: | 

(2) Voor aeK is het splíijtlichaam van XP —a over K een cyclische 
uitbreiding van K. |L:K| is gen deler van n. |L:Kl=en > 

Xx? —a irreducibel in K[XJ. | | 

(Li) Is L een cyclische uitbreiding van K, Deklet, dan. is 








wortel is. Aangezien 


ae Er eee enen ee etn vern eat he edn eter ne vane ee Te ren et ene enn erneer ee a ee eene eg ee de teer ee veseshe maen ee ee ee ker en nk tee 


L=K(a), a za, ackK. 

Bewijs. (á) Zij «a een wortel van XÌ —a over K. 

Als Gek een primitieve n-de cunheidswortel is, dan zijn 

a,Ga , G2a,...,C a n verschiïiende wortels van X a in Kla), 
Aus K(a) is splijtlichaan van XÌ „a, dus een Galoisuitbreiding 


WEA ha 


Zij eG = Gr ‚ Dan ola) =X(o)d, waarin x(o) een n=de eenheids= 
x(oTja= (oT)(a) =o(T(a)) =xlo)x(Tja , 
is X een hononoPfisnme van G in de eyelische groep van n-de een= 
heidswortels in K. Uit X(o)=1 volgt ola) =a, dus o=1, dus x 
is zelf een isomorfisme. Dus is G een cyclische groep waarvan 
de orde een deler is van n. IR Ca):Kl =n den en slechts dan 
als ZP a ninimuapolynoon is van «, deweZ, als x za irreduci- 
bel is over Ke 
(ii) Stel G= Gr jr ‚ 9 een voortbrengende van G. Zij t cen pri- 
mitioeve n-de eenheidswortel in K. Voor &eL vormen we 
DEE Eee a EN 
hangezien 1,0, 0°,..:;0 | lineair onafhankelijk zijn over L 
(stelling ven Dedekind), is er een 5o€L zodat n=n(Eo) #O. 
Nu is 
G(EN)+ Ca (ED) tee e+ sn 
GM 
Algemeen is dus 5“ (n) 


o(n) 


if 


ij 


‚— V 
6 1. 


{ 


Ël 
Koen n= &: 
n 
ola) =o(n") 
n en 
dus nek. nis dus een wortel van X =aekKl Xl. 
v _v 
Voor v=1,2ssvern=l is O (m)=b nAÁN , dus n is onder geen en- 
kel K-autouorfisne #1 van L invsriant. Derhalve is L=K(n). 


o(n) = En” za, 


De structuur van een willekeurige cyclische uitbreiding kan men 
afleiden met behulp van de twee behandelde gevallen (20.1) en 
(20.3). Stel L is een cyclische uitbreiding van K van de graad 

n. Is kar(K)=0 , dan zijn we met (20.1) klaar. Is kar(k) =p, 
dan schrijven we n=P 14 ' pin, … Va G de Galoisgroep van L 
over K, og een voortbrengende. var G. Stel s >1. Het invariantie= 
lichaam M van de ondergroep KoPs is een cyclische uitbreiding 
van.K net |M:K|=p, waarvan de structuur dus met (20,3) be= 

paald kan worden. L is een cyclische uitbreiding van Ml net 
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(20,5) 
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graad pT n, . Dit proces herhalen we tot we beland zijn bij 


een tussenlichaam N zodat L eyclisch is over N net graad nq ; dan 
zitten we in 't geval van (20,1), Omgekverd is het natuurlijk 
niet zo dat een serie uitbreidingen van de in (20,1) en (20,3) 
behandelde typen eyelisech is; een Galoisuitbreiding van een 
Galoisuitbreiding hoeft inmers niet eens normaal te zijn! | 
We willen verder een stelling van Hilbert over cyclische uitbrei- 


dingen bewijzen; we doen dit in een iets algenener kader. 


Aij L een Galoisuitbreiding van K met Galoisgroep G. | 

Een gekruist homomorfisme van G in L ís een afbeelding van G in 
* | 

L : 0 > Aj met de eigenschap 


kor 5 a ola) i 


(20.4) Stelling. L Galoisuitbreiding van K met Galoisgroep GeDan is 


de afbeelding og a, een gekruist homomorfisne van Gin L dan 
Á 


en slechts dan als er een \eL bestaat zodat a = À___o(A) voor 


alle ceG, 


id . ke ed 
Bewijs. Isa A) , de@, dan is 


ii 


x Nek 


ee groe Leod att eo) 


=q,r 0 (a) oe 
tel omgekeerd o > a is een gekruist homomorfisme. Wegens de 
bnn ven Dedekind moet er een wel bestaan zodat 
| ke 5 & „o(w) #0 ú 
Oe 


Nu is | | 
glij E (a) otT(w) 
TEeG 
= À a Ta oT(w) 
Te 
| 
= U 5 a pw) 
PEG P 
| 
Dus a, =k o(uTÎ) voor alle a … 
Met A =u zijn we er dus, 


Stelling. (“Stelling 90" van Hilbert). L cyclische uitbreiding 


van K met Galoisgroep G, 0 een voortbrengende van G. Dan îs 


voor xeL, N 0) = 1 dan en slechts dan als er een gel bestaat 
zodat x= y"!o(y). 


ee 3 „ fr! _ 
Bewijs. Voor yeL is Nik 5 (y= Ny (7) Nm) = 1. 





EN ERE GNS VEE TAROT AN MAER P VELEN OD OR GE 


EEE AN EE MM EO AREN Me NEE RENEE Md A OE ER OE HE 


Ok AA Gt EE nn ie lr a SL ne a ne 





GE ON EE EEE EIEREN BTS ME ee 


dn kn ar TE EC WEE CRETE EDR SE EERE EEN ETR, 





Zij omgekeerd N(x)= 1. G bestaat uit de autonorfisnen 
WO nare PP adeneltaxrl … deer 


R 
He 
H 


ä Xx olx)o(x) …… mm En Jelen 

4 = ir 
We beweren dat gd E 
gt 


| 


Ld 


een gekruist homonorfisme is van G in L 
15 Maks itj<n , dan | 
boigddagitd =x ox). ot Ik) 07 (x ox). .0d"Î(x) ) 
Stel nu itje-n. Wegens is ns J<n is i+j-<èn. Dus 
6 


tE 4 a Nn i+j=n 
oigd =4 jade OCE) wed (x) 


G _ 


ES de NG) = xo(x) 0) Tk), aus 


en = % o(x) ot d-A) gitd-n+t' (rol)... Tik) ) 
x 5(x)..ortd) 


aj dra + 
ad ON 4 


H 


H 


hed 


Dus voor p‚„TeG is inderdaada, ea, p(a,). Er is dus een yeL zodat 
Tt P(Y) voor alle p. In het bizonder is 


Voorbecld. @& is cen Galoisuitbreiding van de eraad 2 van IR, 


dus eyelisch van orde 2. ze 5 is een R -automorfisne 041 van ©, 
| en _ ’ len 
dus Ga/m bestaat uit 1 enc . Voor x‚yeR is Nejm G+iy) X +Y 


Is Xf+y® = 1, dan volgt uit de:stelling van Hilbert dot er uv e _R 


5 2 
| : Ume LV mel V 
bestaan BOtAt X+LY _ Hel V ps (u=iv) a 


3 En "5 
ULV uS+v 
2 2 
| es euv 
Dus Xe ET Oe o 
U +V | U Fy 


Als toepassins van (20,5) bewijzen we tenslotte | 
ptelling. Stel K is ven eindig lichaam, L een uitbreiding van K 
met |L:EN < ee, 


Dan is er bij iedere xek een yeL zodat 
X= Nij) e | 
Bewijs. Uit de eindigheid van K" vol 


St dat L een eyclische uit- 
breiding van K is. 


Eer rt Pit ind SRE El nia 


TEE ON EE TE EN EE En ENE B Rs we E ‚ 


EEN en GN AE DA OER EE 


meine met Ee rn en emd ee dee meeten 


2e 


Cal) 


= Jh 


Ny > L/R) 
* x 
is een hououorfisme van L in K 8 En kern van N bestaat uit de 


y met NK) =1, dus van de vorn z hoz), als 5 een veoELbpone 
4 
gende van Gijk is, 


Stel K= FP, ‚ dan kunnen we voor o het autonorfisme 

O:z > zd 
nemen. De kern van N bestaat dus uit de clenenten za! ‚ zel. 
Is p=kar(K), dan is pfa-1. K bevat alle (a-1)-ste cenheids- 
wortels, n.l. de elementen van K°, dus volgens (20,1) is het | 
aantal oplossingen in L van de vergelijking zÎ"| _a-o nul of 
precies Ra. del aantal elementen gn de kern van N bedraagt 
dus Krik | Ca)" , Het beeld van En bestaat dus uit q-1 ele- 
menten, d.w.z, uit de hele Kk, ‘ 


Opgave. 


1. Bewijs net een redenering analoog aan die na het bewijs van 
(AO), Baj de beschouwing van willekeurige cyclische uitbrei 
dingen, de volgende bewering: 

Is L een cyclische uitbreiding v van K, dan zijn er lichamen K, 
zodat Ke= Koekiekze sek 1e kg = L zodat Ks een eveltaens 


uitbreiding is van K, „net |E: EK . 2 | priem, voor i=1l,...,8. 


oplosbare vergelijkingen. 

Een separabele uitbreiding L van K net |L: Kl <e: heet oplosbaar 
als er keten tussenlichamon bestaat : Ke= Kgekjelige ve K, = L 
zodat K, een eyelische (Galois-)uitbreiding ts van Kij voor 
1<i zn. De keten tussenlichanen Kekke. "Sin sn heet een 


eyelische toren tussen K en L, de graden |X, Ki Is Izixzn, 


Nt end 
heten de graden van de cyclische toren. 


Merk op dat er bij een oplosbare uitbreiding verschillende Cy=- 


elische torens kunnen zijn met verschillende graden. 


Hulpstelling. Zij Leen Galoisuitbreiding van K‚ IL:K| <o, 
L' een uitbreiding van L die een deellichaam K' sK bevat zodat 
L'=K!'L. Dan is L' een Galoisuitbreiding van K'! SLEEK! | ze 
en Gre zis 18 1sonorf net eef ondergroep van G IJK * 


Bewijs. L is splijtlichaam over K van een sepnarabele veeltern 





| 
| 
b 
b: 
f 
ks 
j 


ha en nek ie de nd en Toke heen in ee en ik sn ee des il en er Ee A ian 








(21,2) 


PEK[X]. Taat XyseeeeX, de wortels van f in L zijn; dus 
L=K(x{ger ek) Ondat L'=K!'L, is D'=K! (geer sXde As 


dus splijtlichaan over K!' var de separabele veelterm fek!'[X], 


dus L' is een Galoisuitbreiding van K' en [L'sK'| <>, 


Stel c'eGrijg: « 0 permuteert Ky sererke Ondat Kek! en 
o'|K'= 1, is ook o'l Ka 1, Dus og! induceert een K-auto= 


rgorfisne o van L:oe=o'jb. ot >o is een hononorfisne van , 


Grt pio 1 Gr pe e Als deÎ, dan ox) mint 9 Lens sld 9 dus 


o'(xj) => i=l,ese,0s dus o'=1, Dus o' > is zelfs een iso- 


norfisne. 


Dd 


Stelling. Gegeven cen eyclische toren K=kgelijee sve Kk, , Het 

on separabel over K. Dan bestaat er een cyclische toren 
KeKoekjeseksekjesvek, ‚ zodat Kk de normale: afslui- 
ting van K, over K is en zodat alle graden van de tweede toren 
voorkomen onder de delers van de graden ven de eerste toren. 

De norrale afsluiting van een oplosbare uitbreiding van K is dus 
een oplosbare Galoisuitbreiding. | 

Bewijs. K, is een separabele uitbreiding van K, dus K_=K(4). 
Zij f het inimumpolynoon van a over K. Neem een splijtli- 
chaam L van f over Kk. : L is tevens splijtlichaam van f over K, 
f is separabel, dus L is een Galoisuitbreiding van K. Zij G 

de Galoissroep van L over K. U o(K ) is een deellichaan van L 


dat alle wortels van f bevat, a dus 8 o(K)= Le Voor 
CeG 
iedere oceG is K=Eoeo(ky)eolKp)e..eo(K) een cyclische to- 


ren net dezelfde graden als de toren Koekge..ee kk, « We noeten 
dus bewijzen dat het conpositum van cyclische torens weer een 
cyclische toren is, waarvan de graden delers zijn van die van 
de gegeven torens. - Het is uitcraard voldoende dit voor twee 
torens te bewijzen, Stel dus ve hebben twee cyclische torens 
Ke koekgeerek. en K= boely esere dh, ‚ zodat Kk. en nn 
bevat zijn in cen lichaan M, We hebben dan in M het volgende 


patroon van deellichamen 


EER NEE ON DN MNS OO OT EE A Ee ED pt OENE 


| 
| 





EON ECONO ENOR EOD PE AO SUERDN DE ENT POOT CER LA TREE EE OENE NEN OT WAE ORNE EEEN DANE RANDMEREN OR A EE ER 2 | 


aft 


AN 


Zin 
K 4 


À De 
IN 3 \/ 


Re KD 


Dtel we weten dat in een "cel!" van het patroon 


K Üs en K, iP eyelische uitbreidingen zijn van Ks; EE 


i+1 jj - j+1 J 
à 5) « ie . 3 « ° : 
Uit (21,1) volet dat Ks 4 Dean een Galoisuitbreiding is van 


ENE T  IEARE OICEN ELRE 7 AE ED  U 


kn ak ik 5 








aren aem Seren eenden etn ee eet A en en tgeen Bean reeden ar 


(21,5) 


K. ;P 


waarvan de Galoisgroep isomorf is ret een ondergroep 
L 


1 J+1 
van de Galoisgroep van hirs over K, ies Dus Ks 17 


een cyclische uitbreiding van Kiber en |E; 


+1 is 
Esa Kabjan | 


hei KL L 


141 j Ll 5 


141T3 en |K 


is een deler van IK 





‚ Evenzo is Ks 7 j+1 
cyelisech over K, 14E 41 Ki aks | deelt 
L En Kk, 13 





\K.L ‚ Met een simpel inductieprocédé toont men nu 


verder aan dat alle uitbreidingen K, ike Ej j+1 


K. 1Pj Skaaks in het grode patroon eyelisech zijn en dat hun 


graden delers zijn van |L 


en 


L.| of eg :K, | respectieve- 


aat 
lijk. Daarmee is het bewijs voltooid. 


stelling. Zij L een Galoisuitbreiding van K, IL: Kl <…, 
L is oplosbaar over K dan en slechts dan als Gr jr BR OSDESE LS 


Bewijs, Stel L oplosbaar. Dan is er econ toren 

K=koekseee.ek, =L zodat K, cyclisch is over Kx voor alle ie, 
Noern G, = S/E," Ondat Ks; normaal is over Ks 4 ‚ 18 GC, nornnal- 
Je a De 8 Ì LS 4 
deler van Gi; 4 . Kk, is eyclisech over Ki: 4 ‚ dus G54 
cyclisch. Daaruit volet dat Gr jk = Gy oplosbaar is, 


/G; LS 


Is omgekeerd Gr jk oplosbaar, dan is er een keten van ondergroe= 


pen Grju= Gor Gy Peren G= (1), zodat G. nornmaaldeler is van 


EÁ 


G;_j en G3_4/G; eyelisech is voor alle i=1,...n. Neem Kk, = 
Inv(G;) in L, dan is K, een eyelische uitbreiding van Kij» 
dus hb is oplosbaar. 


Zij mu f een separabele veeltern in K[X]. f heet oplosbaar 
over K (door worteltrekken), als er een keten „richanen 


K=Kkoekie..ek, bestaat net K, TACADE re Î = 4, Ky 4: voor 
1Zist , zodat f splijt in K . Grofweg gezegd betekent De 
t 


dat de wortels van f berekend kunnen worden doer rationale Ope 


raties en 't trekken van n; =de, nachts wortels. 


Bij de nu volgende behandeling van oplosbare veelternen zullen 














(21,4) 


we veronderstellen dat kar(K) =O, dit om moeilijkheden ziet se- 


en 
parabilite it em het bestaan van primitieve eenheidswortels uit 


de weg te SAAN e 


Stelling. Stel kar(K) =O, tek[X]. Zij L een nieten van 
f over K. Dan is f oplusbaar dan en slechts dan als Gr jr op= 
losbaar is. 

Bewijs. Stel f ás oplosbaar. Dan hebben we een keten 

Ke Koe Ky ekza.sek, , net Kj= Ki4(E)4E, È e= a ek, 


EE, 
zodat £ splijt in K‚ n 
Neem Ne nyDges en, … 4ij 6 een primitieve Nede eenheidswortel 


over K, Lo=K(6). Lo is een Galoisuitbreiding van K, Gr /k 
0 


is commutatief, dus zeker oplosbaar. Lo is dus cen oplosbare 
uitbreiding van K, 
Neot Lelie lEr)s, hoe bilba) seas nt 1E): 


L; = bin): B: is de wortel van xi — aseb; LZ), Ls 4 bevat 


de n‚=de eenheidswortels (die zitten nl. al in Lo), dus L, 

is een cyelisghe uitbreiding ven bi 4 ° be is dus oplosbaar 
over Ke, De normale afsluiting M van be over K is een Galois- 
uitbreiding van K die volgens (21,2) oplosbaar is. f splijt 
ge K ‚ dus zeker in M. We mogen dus aannenen dat het splijt 


lichaam L van f in M bevat is. Gr pe ze Griym/ Gris : Gai/x is 


oplosbaar, dus z'n factorgroep Gr jk is ook oplosbaar, | 
Veronderstel omgekeerd dat Gr pe oplesbaar is. Stel [L:Kl=1 


* 


Neem een primitieve l-de eenheidswortel € over IL, Aij L splijt- 
líieha we over K van fek[X] L(e) is dan splijtlichaan ven 
f(X) xk =1) over K‚ dus een Galoisuitbreiding van K, dus ook 


cen Galoisuitbreiding van Kle). G … 18 isonorf vet ee 
eiding Kle) Lle)/k(e) ÎS isonc et n 
ondergroep van Gym dus oplosbaar. We hebben dus een cyclische 


boren Kle) =Kpekjec...c Kk n= b(e) , Ko bevat de l-de eenheids- 
wortels, dus Een bevat de n; =de eenheidswortels over ike. als 

= $ es Kk . Ha Le . en == i . L . 
Ds El é Aen | ‚ want n, DE Dus Kk, K CE) é Si Te AsEK, 
We hebben dus cen keten Keke) Koeien eK, « Le) 


Els 
r Pa J | hid e He Ree 
K; == Ki (6) | 6 dj == ke An Ki 4 3 dr == Kle) 9 as - en É e Ee splijt 


in L, dus in L(e). Dus f is oplosbrar over Ko 


Ol MD A a ET nn 


DG: ant AE in et En iii ee ER ET Te edi Mit PET kn ii TE CE on zl ahd 


KEERDEN MEENEEM OEREN VERE USK Oo MERENS WE OER ae ME ND 


em ers tiger emee eren bee emee 


nnn nn Tete Een pen mts de ern rn end en am eben ersten En rde ee 


Het onderzoek naar de oplosbnarheid van veelternen leidt ons 

tot het probleen van de oplosbaarheid van Galoisgroepen. Aan- 
gezien doze op te vatten zijn als ondergroopen van de volle per- 
mutatiegroep SAN von de wortels van een vecltern, houden we ons 








eerst Bes net de oplosbaarheid van de groepen 5, ° ISA heeft | 
als normaaldeler An» de groep van de even pernutaties, | 
S/A, heeft orde 2, is dus cyclisch. Dus S, is oplosbaar da 

en slechts dan als An het is, ’ 
Stelling. Voor n=2,5,4 : zijn S, en Ä, oplosbaar, Voor n>& 

LS Än enkelvoudig (deweze bevat geen normaaldelers) en niet 
conmutatief, dus 5 is niet oplosbaar. | 

Bewijs. meê: |S,|=2, dus S, is 2=cyclisech. Ag=(1). 

n=3: |S3|=6 , |S3 : A3}=2, dus |A3| is een S-cyclische groep. 

53 1S dus oplosbaar, 

n=it « |S,, |=24 ' JA „|=12 . Zij V, de ondergroep van A, voorte 
gebracht door de pernutaties 1, (12)(34) , (13)(24) , (14) (23). 
Ga na dat V, normealdeler is van A,. |A,:V‚|=5 , dus à,/V, 

is een S=cyclische groep. | ‘ 

Vy bevat de normaaldeler C, bestaande uit 1 en (12)(3) « 

|V, : Cal=2, |Co,l=2 , dus V/C, en C, zijn 2-cyclisch. n4. 

À, niet cormuutatief 4 (12)(34) en (12)(35) cormuteren nict, 

zoals men makkelijk narekent. 

We laten het bewijs van de enkelvoudigheid van Ar in verschil 
lende stappen verlopen. 

(á) An wordt vcortgebraekrt door D-CyYCLi. 

Leder elenentb vern Ân 18 Nels product van een even aantal e-cycli, 
dus is het voldoende te bewijzen dat een product van twee 

c-cyeli te sehrijven is als product van S-eycli. Het algenene 
geval (ij)(kl) behoort tot één van de volgende typen: 

Grade 152) 

CIE) 54) = (12) 15) CAS) SA) e= (152) (SHA) 

(ii) Zijn Y, en Ya Ge-eyeli, dan is er cen Bed, zodat 

PB ear Het is voldoende dit te bewijzen voor y‚ = (125) 


6n Yar (AJK) e 
Neen een permutatie - 


aas Ortebhadd 


LR Ak we oe 


Ke ne A 








is B! even, dan Be=B' ; is B oneven, dan 8g= (lu)8' (hier 
bruiken we dat net), 


gen 
PB is dus een even permutatie, die 1=i, 2>j, Sk, dus 
B(123) B" = (ijk). | 

(iii) Zij H cen nornaaldeler in A_- Uit (di) volgt onaiddel- 
lijk : bevat H een S-cyclus, dan bevat H alle S-cyecli, dus 

He A, wegens (í). | 

(iv) Stel H is normaaldeler van AHA. We zullen bewijzen 
dat H een S-eyclus bevat, Volgens (iii) is dan H=Â 
Neen d#1 in H zodanig dat a zoveel mogelijk getallen uit de 
verzameling (liasarssi) vastlaat, 


Laat & mes getallen vast, dan is a een S=cyclus en dan zijn 


ve klaar. 


Laat a precies nt getallen vast, zeg de getallen 20e ern 
dan moet a van de gedaante a=(12)(34) zijn. Neer o= (345), 
dan a, zoa 0" |= (12)(45). a a, = (345), dus laat neer getallen 
vast dean ad: tegenspraak. | | 


’ 


Stel nu aq laat hoogstens n=5 getallen vast. We schrijven a 
als produet van eyeli, die geen elerenten Bene.n hebben; daar 
deze cormuteren, nogen we de langste cyclus voorop schrijven. 
We hebben dan essentieel drie gevallen: 


tú (TEM ds 
of eel Ten Keen an we 
öf 4 == (1254) (SON, se 
Nec: 0 = (234), a,= oac. Dan wordt achtereenvolgens 
U, = (1342). 
of U =S ae das 


of en (15) (HON SEN ans 


waarbij de niet opgeschreven getallen in «,‚ dezelfde zijn als 
Tl a#1. In het eerste 
en derde geval laat ë walls ket vast, dus neer dan « vast- 
laat : tegenspraak. In het tweede geval laat a” "a, alle k>5 
vast, dus n=5 elementen, terwijl a im dat geval <n=0 getallen 
vastlnat, wat vinder is : tegenSpraak. | 


ind, In alle gevallen is «, #a, dus a” 


Aangezien hiemiee alle nogelijkheden uitgeput zijn, concluderen : 
we dat 4een S=cyclus is. 


ied eer bl ee edn 


Uit de oplosbaarheid vin SAN voor n<4 volgt dat iedere f van 


graad <4 oplosbaar is als “ker(K) =O . We onderzoeken deze ge= 


vallen afzonderlijk. 





| IT. gsr(f)=2. f(X) =a + bi + ce, 

| Hier hebben we de welbekende formule vaar de wortels : 

| Db + Vb Hac 

en reke ’ r 
| | 

| die zegt dat f splijt in K( b° Hac ‚ dus oplosbaar is. 

| . 

| Deze formule geldt voor alle lichaunen K net kar(K) #è. 

| | 


II. er(f)=3. (W+ a + DX + e. 
Door de transformatie XX =— - a krijgen we f An de gedaante 





3 
f(X) =X + PX + Je 
Stel een wortel is Xx =Utv, dan is 


utav + 3uvlu+v) + plu+v) +q= 0. 


Kiefu en v zodanig dat Suv=-p, dan 





3 
Bd 33 ee 
a, 
u en y° zijn dus oplos&ingen van de vierkantsvergelijking 
3 


Â+ t — Dn = Ò, 
hel 


u „35 a“ EE ’ te Sed Nas B 


Is GC een priniticve Sede eenheidswortel over K, dan vinden we 








net k=1,2,5. Deze fom:ule is geldig over elk lichaan K net 
kar (K) 2,5. In het lichaan van de conplexe getallen kunnen 


| ER | Kd 
we GE neren. Dan krijgen we de klassieke formule van Cardano : 


EE Kl rs EN 
SEN Ee 3 Ng Va 5, 


a 


P4 
L 


Os le Men nwet de twee ie endaanodshkshkien die u en v vocr= 


he 


ste Een en zo kiezen, dat uve==— 3D 





Een ie ii in 





elo) 


AE Et nen ide id ET a dr ink dS 
t 


enen ser en ee em ee ee ere met 








III. gr(£) =b.Men kan indit gevel, net als in II, f reduceren 
tot de gedaante | 

PCD Er el HDE ee. 
Door eenzelfde soort kunstgrepen als bij IT, kan nen de wortels 
Kiseeeyky Als volgt bepalen: | 
î de drie oplossingen van 

z°+ 2azf+(af-He)z-b?=0 , ‚ 
die(na eliainatie van de tern net z°) net de forsule van Cardano 
berekend kunnen worden. Door worteltrekken vinden we dan Lat 


Neen voor Dv 


en w‚, die van zodanige tekens voorzien noeten worden dat 
UVW==b . Dan is 

2Xy= UFV+W 

EXp= U-V=W 

ÒKz= -UFV=-w 

AX = =U-V+W. 
Deze foraules gelden weer over elke K net kar(K)#2,3. Voor de 
fleiding zij verwezen naar het in de literatuurlijst genovende 
werk van H.Weber, deel I, blz. 155-6. 


Zij K een willekeurig commutatief lichaam. Onder de algenenc 





n-de sraads veelterm over K verstaan we 


DK en ae Un 


ej 


alsekraisch o 





waarin U, se-sU nafhankelijk zijn over K. 


EL 





Bbolline. Aij LL) = X* —u, lt er(=)® U, de algenene veel= 
term over K, L= Klus sees), M het splijtlichaan van f over Le 
Dan geldt: 

(1) f ís irreducibel in LUX. 

(ii) f is separabel. 

(iii) Gy =S. | 

Bewijs. 44) de duidelijk otdat bijvoorbeeld UFO, dus 

f is niet te schrijven als cem polynoom in XP , 

(Ì) volgt uit (iii). kas n.l. f reducibel, dan f=gh zet … 
er(ejek, gr(h)=l, kelen, 1<k,l<n. Dan |M: L| <kl+ltani= 
| Er/r zp tegenspraak. 

Bewijzen we nu dus (iii). Stel Vireeer, Zijn de wortels van 

f in M. ‘Uit | ú 

(Hv) Hv). (Kev) = XU EE OD Un 


volet 


eee arte ne fe en odt en ag ten 


| mn U, = d. War We ee eV. . 
| Isdrsde see dj 0 J1 Ja Ji 


Dus K(v4 geee Vv) = K(u4 gee heek gece vj) =M, 


| Vergelijking van de transcendentiegraden levert weisens (7,3) 
| trer(M:K)=trgr(Ml:L) + tr(L:K) | 
B | = ® + n 

= Ne | 
Danruit volet det Varese Vo algebraïsch onafbankelijk zijn over 
he Tedere permutatie van Vi gees s Vo is dus voort te zetten tot 
| ven Kenutomorfisne do van M. Ondat de U; symmetrische veelter= 
| men zijn in ViseeesV, iS iedere u, invariant onder 0, 
go is dus zelfs een L-autw:orfisne van M. Dasruit volgt dat 


M/L ° opgevat als pemiutatiegroecp van de wortels Vina 





We Blijven nog even bij de algeuene veeltern van de graad n over 
Kk: 


n 
alle per:utaties bevat, dus Ci, = Sn . | ’ 

| Een onmiddellijk gevolg van deze stelling en (21.5) is 
te -Ruffini). Is kar(K)=0, dan is de alienene 
vergelijking van graad »4 over K niet oplosbaar. 

Voor verselijkingen van de graad > kunnen dus geen alge- 
| mene forzules bestaan die de wortels in de coëfficienten uit= 
drukken, analovg aan bijv. de forrule van Cardano voor derde= 
| groads vergelijking. 


£(X) Eon EE nk en . ee U & 


Î 


| L=Klu,,e-.,U)s M= splijtlichaa1i van f over LyVy oee eV Wor= 
| tels van f in M. De grootheid 
Â= mn (v4 = Vv) 
isd | 
is invariant onder even perzutaties van de wortels en gaat over 
in -A onder oneven pernutaties. Dus L(A) is een uitbreiding 
via he sodat. Ge = A Dasruit volgt dat IDA) es hl = 2. 
| M/L(A) “n° à LCA) £ Ll 


2 2 
D= = 7 Cv, _ Vv.) 

ij Ĳ 
is invariant ondernlle perrutaties van de wortels, dus Dek, 


Dus K(â)=K(VD). D heet de diserininant ven f. 








4 
1. 
} 
: 
|. 
1, 
é 
j 
. 
| 
i 


CHER GE B EEE dE te NN EE 


bgn en EE et 


(21,8) 


n 5, ral 
Lag wee Bn ete) Ar mee & als er ven t is, 1stan 


D is ven symetrische functie van VaaeersVje He willen aantó- 
nen dat D cen veeltern is in UiseeeyU,e  Doartoe moeten we 


cerst iets cver syunetrische vee lberrien BEWLJZON. 


Pek, ‚21 heet een s 





L:etrische veelterm , als 
Eren) ECE) voor elke perdutntie nes, 


Voorbeelden hiervan zijn de potynonen 


f, Ar oeee sE) = Ee Kk ae PN dien . p 
Isdiseesdjs 0 L EE 


Deze heten de elementaire ss 


Ganjerver van 






vnetrische veelternen, 
„telling. Zij f cen symnetrischo veelterm eK[X, ,...,X, ). 
Dan is er een heklXije-,X, 8 zodat 
Fr sees) = H(E, (X Kr oeeesdrdof2 Ar pese, d ni see erf, 4 veer Án 2). 


Bewijs. ls totale graad van een ncnoon (eenterr) 


Kk, Ko ke, 
a X, Zo Kk | KEO 2 


definieren we ky+ Kat eee+ k, 


ken veelterm hoet honogeen, als al z'n 
men deman 


graad hebben. Een veeltberr: 


„ononen dezelfde totale 
f is son van hoziogenc vecltersen, 


Een permutatie van Ar ores voert leder monoon in f over in ecn 


honoon van dezelfde graad. Is f symmetrisch, dean zijn de homo- 
gene delen van f dus ook symmetrisch, : ë 
We Hogen dus verder asnnemen dat f ho ogeen en syunetrisch is. 


De uoncnen in f ordenen wo lexicografisch : 
k, k da ig 


EE n 


zouab Ky=l, 3 karlgseens Ki =l 4 ’ k, = Le ° 


k k 
1 ì En e 
Gark NU A Ar was X Ì het grootste monoon zi ijn in f onder de 


texicografisechoe « ordening. fÊf bevat alle nomvnen die ontstaan decor 


perrmutaties van X,,..« Ân ‚ Tus roet kje kj»... > k 


El 
Nee: nu het hoogste nonoon in de symmetrische veelterm 


L, fo Sf À 


> 
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deze 18 


dy tdgtee std, Aptee std, 4 
X, "XX NW X ê 
Dus Ek 
k;-k, k»-k3 ae 
zl hi fo ee on 


heeft hetzelfde grootste nonooùu als f. Daaruit volct dat het 
hoogste monoon in 
| k,=k, LA mn | 
Ê, = Ê za af, e s @ Ë‚ 


lager is dan dat in f. Herhb:al het bovenst-ande procédé net f,. 

Na eindi:;, veel stappen breekt het af, aangezien er slcehts ein- 

dit veel symmctrische veelteruen zijn net een hoogste imoncon dat 
ke. 5 | | 


kieinefr 18 dad Ho kn B (op een factor uit K na natuurlijk). 


Dus is f een polynvon in Eroeersf, ° 


We keren nu terug tot de diseririnant D. D is symmetrisch in 


CU Ì DCA (2 rj ] Te / | man 
VaoeeesVn 9 dus is een veeltern in de Ê,Cyseeeov) = ii 
In het almeneen is Diocilijk te berekenen. In enige eenvoudige 


zevellen lukt het wel. 


Es * He eK. 
arg wad ee ye Pal ear Va 
= u 4 uz ë | | 
= (1), dus LWD )=M. Dus f splijt in LVD). Inderdrad 
zijn de iben 


Fan nadmead 


VL. 


3 
Lo f(X) =X + PX + Iq « 
Hier is 


De 


Vit Vor V3= 

ViVa V3V3+ VoV3= Pp 

Livalj e= 
Hieruit is af te leiden 

| 2 2 2 
D= (vi =V2) (va-v3) (V4-V3) 
3 2 

pad dt P Kee 2 q ps 
Vult nen vor p en q elementen uat K in, dan is de Galoisgroep 
G van het splijtlichaan over K‚,53 of Â3 , aangenonen althans 
Aat £ dan irrcducubel is. OO 





3 EP uz G > aide A Inv(a) JN K(/D) AK SD D is geen 


head Lt Ke 


Hiernee hebben we dus een criteriun bij de hand orn na te gaan 
of het splijtliehaan van Êf var de graad 5% of 6 is! 
De forvule voor de Rn van di, algenene veeltern 


Ê(X) = X 4 PX + q 
kan he aad volgt vinden. Adjungeer eerst VD =an K. 


D= 4 HD’ sah Zij E een priaitieve derde eenheidswortel, bijv. 
E= =d +AV-3 : dan is e= 4 … + 5 , 
Stel Tu | | 


1 2 
3, = Vit EE“ Vo+E L Vana Lelie 
Dan is So=0 Reken na, dat 


3 2 


2 À 
So == q=-$/- 5D. 


Voor s, kan ven nu elk van de dreie nogelijkc derdenachtswortels 

uit Sh kiezen = die een derde eenheidswortel verschillen. s 

is dan beprald als de derdenechtswortel uit 55 die voldoet aan 
S,S2= =ÍP « 

Hiepuit vindt wen de wortels v‚,v, en vz. Het uiteinlelijke 

resultaat levert weer de formule van Cardano. Ga dit zelf na. 


Vonr de alsetenc derdegraads wveeltern 
NE: 2 - 
P(X) =X — UX + uol — uz 

vindt men als diserininant 

D= 4 u} “u + 18 du 2u 

) = U, Uzt U, Us + U,UpUz= U, cc /Uz « 
Iracht dit zelf af te leiden, hetzij rechtstreeks zoals in het 
bewijs van (21.8), ENEN door eerst de veelterm te reduceren 
tot één van het type DE PL + 4 De afleiding is ook te vin- 


den bij Jacobson (zie literatuurlijst) deel III, p.93. 





ass 


Constructies mioct er eu lineaal. 


Zij K een commutatief lichaam net karakteristiek #2, V het 





affiene vlak cver he | | 

Een coordinatenstelsel in V wordt vastgelegd door de keuze van 
de punten: (C,0) (1,0) en (0,71). | 

Door constructies wet de lineaal alleen — waarbij we het trekken 
van evenwijdige lijnen toelaten — kunnen we elk punt (x,y) con- 














ater men dk nn he ki ad ke ze ken ne es ian de nd ee nn en 
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strueren zet x en y in het prievliechaai P van K., Dus P=d ols 
kar(K) =O, P= F_ als kar(K) =p. _ 
Constructies met de linenal konen neer op het oplossen van stel- 
sels lineaire vergelijkingen. Gebruiken we ook een passer, dan 
konen er snijpunten var cirkels en rechten bij. De coördinaten 
daarvan zijn oplossingen van vierkantsvergelijkingen. Ourekeerd 
kont het oplossen van cen willekeurige vierkantsvergelijking neer 


op het snijden van een cirkel set evn rechte. Daarbij treden dus 


in het algemeen kwadratische lichaansuitbrcidingen ope 
Zij gegeven in hut vlak V de punten (0,0) , (1,0) en (O,1) en 
een aantal punten en lijnen waarvan de coordinaten zijn | 
Et sOaseeesd,: Met de lincaal alleen zijn clle punter en lijnen 
te construeren set coordinaten in Le=P Carsese san) ‚ Een punt 
of lijn is net de passer en de lineaal te construeren dan en 
slechts dan als Z'n coördinaten in een uitbreiding M ven L lig- 
sen die dove een toren van kwadratische uitbreidingen uit L ver- 
kregen kan worden : | 
bele line ba Gessth 
Batas 2 


Ees 


Volgens stelling (21,2) is de nomiale afsluiting N ven M over L 
ook uit L te verkrijgen doer ecn toren van kwadratische uitbrei= 


de . G) ° e B . (3 
dingen. Dan is dus IN: Ll =2"  N is een Galpisuitbreiding 


van L aangezien kar(L) #2. 

Aij omgekeerd wzegeven dat d element is van een Galcisuitbreiding 
N van L zet | N:L| 88 

Gp, = 2 x UB Gaz is oplosbaar (zie dict-at Groepentheorie): 


ennn end 


En maaldeler d 8 Sr isch vana @ le ce 
Gy normaaldeler in G,_4 » Gs 4/ , eyelisch van de orde 2 


Neer: L; = Inv(G,). Dan is 

Le Losbye loes Lb, =N s 
Lj kwadratische uitbreiding van bs 4 , Dus ieder eclenent van 
N is doer constructies wet passer en lineaal te verkrijgen uit 
DL, deweze uit de gegevens van het probleei:. Daarnee hebben we 
de volgende stelling bewezen. 


Stelling. Zij P het pricmlichaam van k-rakteristiek #2. Stel 
in het affiene vlak zijn grootheden Ag are esAn gegeven (als co= 
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ordinsten van pw: ben of lijnen) en de punten (O, 0) €140) 

(em p L= Plas 4 -4a, Ns 

Voor de RS ruberibaasketd van een grootheid a met passer en 
laneaal Ts dan 

(Ci) noodzakelijk en voldoende dat L(a) uit L te verkrijgen is 
door een serie kwadratische uitbreidingen; 

ti) noodzakelijk en voldoende dat « in een Galodsuitbreiding 
N van L ligt met [N:L| =2° ‚ S=0s; 

(iii) noodzakelijk dat [L(x) : L | ot s Ged, | 


ND. Is P = â, en 1s %eR, dan kan het gebeuren cot één van 

de tussenstappen bij de eonstruectie van ad niet retel is. Boven- 
staande stelling carandesert dus niets over de construcerheid 

in het reele vlak. 


hd 


We passen het bovensteande toe „p een aantal klassieke construc- 
tieprobleimen in het geval kar(P)=0. Dan is aus P=Q , het li-= 
chaari van de rationale getallen. Met “construeren! ete. bedoe= 
len we verder : "construeren net passer en lincaal" ctc, 


Ì. Verdubbeling van de „kubus, | 
Gerreven een kubus. Vraag : kan en een kubus construeren ret 
dubbele inhoud, | 

Neer. de ribbe van de kubus els lengte-eenhcid. Het probleen 
kout ba neer op het construeren van | 2, d.w.z. van een wortel 


Tin Xd, 


X5 „2 heeft geen wortels in & (waaro: niet?) , dus is irreduci- 
3 

bel over &, went z'n graad is 3. Is « een wortel van X” 2 , 

dan is aa): Al - 5, wat geen nacht van 2 is. Deze construc= 


VLS te dus niet Loselijk. 


II. Teisectie van de Hoek. 
hmmm ern rd rt 


ep 
® 

23 
® 


il B 
ven een willekeuri,: Ge hwuek «. Construcer == {= 6, Dit kont 


Lr Gp de bepaling van cos ©, als cos « enen 18, Omdat 
C=5®, is 
COS U =d cos B =5 cos 8, 
cos © is dus wortel van 
f(I) e= X =3K = COS U, 


Als deze veolterii reducibel is “over 4, dus cen wortel heeft in 








en a a ne nk er tet A en. 


kran ia ac ae aren ain ed ee hadde tanden dash ha zand lina aa smb 





Q, dan roet cos d in elk ceval rationaal zijn, dus voor de 

vm ertealk en . : Ni / 

meeste waarden ven da is f irreducibel. Ook voor rationale waar=- 
den van cos @& kan nog wel irreducibiliteit optreden; cer na 


dat dit bijv. het seval is voor cos qe 4 deden uez 


Is f irreducibel en cos 8 een wortel van f, dan is 


|Q (eos @):4|=3. Aangezien 5 geen macht is van 2, is de con= 


structie dus niet mogelijk. 


III. Constructie van de regeluatise n=hoek. 





| 27 
Dit probleem kont neer op de nde van == 4 dus van 
eni 
27 Tn 
COS == … LC =e is een seintbiere n-de eenheidswortel. 
Wegens 
2 md 
2 cos ens 64E : 


is Q(G) een kwadratische uitbreiding van & (cos sr bs Zij G 


de Galoisgroep van QC) over Vs G is een aganntabLore KTOEp. 
5 | 
Is cos Et construecerbaar, dan is |& (cos SE), |= 227 i voor ze 


kere s, dus |C): 3 | =2° , Stel omgekeerd L&C) ‚|= 25 
Aij H de 2-ecyclische edn van G voortgebracht door het 


autormorfisne dat 6 > 6 … Dan is & (cos sr ) =Inv(H). Ondat 
G commutatief is, is H nornmaaldeler in G. De keten 
Ga Ha (1) 


is dus te verfijnen tot een conpositierij 
G= G >GjoesemG4= Ho G, = (1). 


0 
kend 
Fen 


Oudat |G | 
kwadratische uitbreidingen 


ij 


‚ is |G, _4/6; | =2. Er bestaat dus een toren van 


& = Koekgehoe ec Ks = Q (cos al Je 
Ondat @ (cos 2 )eR, is de constructie in dit B dus reëel 
uit te voeren. We hebben dus bewezen: 
De resel mtige n-hoek is construeerbaar ir het reele affiene 
vlak danen glechts dan als |9(C) : %| =25 voor zekere En bes oil ô 
Nu is |8C0) :ql- er(®_)=p(n). Stel | | 


Vv Vv A, 
n= Da rn P* ' in 


net verschillende oneven prieigetallen Pi see sP, s Vy z1,va0. 
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getallen 2 +1 nel. 
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Bij u=5 is het nis: 2 +1 is deelbaar door 641. 
We hebben dus bewezen 
De regelmatige n-hoek is construcerbcar net passer en line-=al 
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